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1 Funciones elementales

1.1

Funciones lineales

Toda funcidn lineal viene caracterizada por la siguiente expresion algebraica (Ecuacion explicita)

y=f(x)=mx+n

(1)

Al parametro m se le denomina pendiente y al pardmetro n se le denomina ordenada en el origen.

Nos podemos encontrar con los siguientes casos particulares

m = 0 - y = n (Funcién constante). Recta paralela al eje 0X que pasa por el punto (0, n)
n =0 - y = mx (Funcion de proporcionalidad directa)

1.2 Funciones polindmicas de segundo grado (Parabolas)

b

Una funcion del tipo f(x) = ax? + bx + ¢ representa una parabola cuyo vértice es V = (— %, f (— —)).

Su recorrido es Im[f (x)] =

[7] Recta Parabola [ Raiz
y=f(z)=ax®+bx+ec

Vértice : ((;—:);*(;—:)) =(1,0)

Domf(z) =R

Recorridof(z) = [f(;—:).+x] sia>0

Recorridof(z) = (7oc.f(;—:)] sia<0

(] Exponencial [ Logaritmica  [__| Hipérbola

2a

La parabola es simétrica con respecto a su vértice.
Su dominio se Dom(f) = R

—00,—2) Si, a<0
( )

2a

[—%,00)51', a>0

Podemos calcular los puntos de corte con el eje OX resolviendo la ecuacion f(x) = 0 - ax? + bx +
¢ = 0. Si la ecuacién anterior tiene como soluciones x, € x;. Los puntos de corte con el eje OX son
P.o = (x0,0); Pcy1 = (x1,0). En algunas ocasiones la funcion no tiene puntos de corte con el eje x.
La funcion tiene un unico punto de corte con el eje OY. P, = (0,d)

Para representar una parabola podemos hacer una tabla de valores. Es muy importante calcular el
vértice. En ese caso, teniendo en cuenta la simetria de la pardbola calculamos todos

az1 \ T
L y= > —2x +1
b=-2 8
-
c=1
5 14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 4 5 9
-1
-2
-3
Domf(x) =R
Recorridof(z) = [0, +0o0)




1.3 Funciones con radicales
Las funciones con radicales son funciones en cuya expresion algebraica aparece la variable x bajo el signo

radical f(x) = Y/ g(x)
e Sin esun nimero par, su dominio es el intervalo en el que g(x) = 0

e Sin es un nimero impar, su dominio es el dominio de g(x)

]

a=1
[ ] Recta [] Parabola Raiz y=+z ,
b=0
L 2 i
/ c=1
y= f(x) =c\/ax +b - s
a
Domf(z) = {x/ax + b > 0}
3
Recorridof(x) = [0,+oc) siec >0
2
Recorridof(z) = (—oc,0] sic <0
(0 ‘DJ
" 10 0 8 -7 6 5 -4 -3 -2 0 1 2 3 4 5 & 8 9 10 u
1
-2
3
[] Exponencial [ ] Logaritmica [ Hiperbola .

Dom f(x) = [0,+oc)
Recorridof(x) = [0, 400)

1.4 Funciones exponenciales (f(x) = a* - a > 0)
e Si0<a<1- f(x) esdecreciente
e Sia>1- f(x) escreciente
e Todas pasan por el puntoP (0,1)
e SuDominio es Dom(f) = R
e Surecorrido es Im(f) = (0, )

a=1 o n
. 1 2
D Recta D Parabola D Ralz - Y 10
b=2 9
-
. 8
y= f(x)=0"" ,b>0
7
. \ 5
Punto de corte ejeY (0,1)
5
4
3
2
19 (
-18 -17 -16 -15 -14 -13 -12 -1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 (-] 7 8 9 1M n
-1
-2
3
-4
Exponencial D Logaritmica D Hipérbola ;
Jom f(x) -5
. -6
Recorridof(x) (0, +ox)
-7
-8




=1 \
[] Recta D Parabola D Raiz —a.-— Yy = 9 )
b =09 ’ 10
e @
y= ](;) =b0" ,b>0 ¢
6
Punto de corte ejeY = (0,1) 4
2
&-(0,.1)
-32 -30 -28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20
2
-6
-8
=10
-12
Exponencial || Logaritmica [ Hipérbola i o
Domf(xz) = -16
Recorridof(xz) = (0, 400) "
=20
=22
1.5 Funciones logaritmicas log,(x)
e Sudominio es Dom(f) = (0, )
e Surecorridoes Im(f) =R
e Pasan por el punto P(1,0)
e Si0<a<1- f(x)esdecreciente
e Sia>1- f(x)escreciente
- ul
D Recta E] Parabola |:| Raiz _3._ Yy = ].ng(ill)
b=2
. 10
y= f(x) =logs(axz+c), b>0 c.:a !
]

Domf(xz) = {xz/azx + ¢ > 0} ‘ /'/
2(. 0)
i

Recorridof(x) =R

32 -30 28 26 -24 -22 20 -18 -16 -14 -12 10 -8 -6 -4 -20 [ 2 4 6 B 10 12 14 18 18 20
2
4
6

Exponencial  [Wg Logaritmica Hipérbola
O i O Domf(x) = (0,+00) -16

Recorridof(x) =R

a=1 144

[] Recta (] Parabola [] Raiz —— y = logy 7(x)
b=07 ©
y = f(z) =logy(ax +¢), b >0 _°.=°_ ’
[
Domf(xz) = {z/ax + c > 0} !

2l 0)
Recorridof(xz) =R s
-32 -30 -28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -20 2 4 ] 8 10 12 14 168 18 20

14
Exponencial (¥4 Logaritmica Hipérbola
D . D Domf(x) = (0,+0o0) -16

Recorridof(x) =R

1.6 Funciones de proporcionalidad inversa (Hipérbolas) f(x) = %

e SuDominio es Dom(f) = R — {0}
e Surecorrido es Im(f) = R — {0}
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15 14 13 12 11 10 9 8 T & B ——f=—=8e? -1 0 (0'10}'2 3

Domf(x) =R — {0} =
Recorridof(x) =R — {0}

1.7 Funciones trigonométricas.

1.7.1 Senoy coseno

e Sudominio es Dom(f) = R
e Surecorrido es Im(f) = [—1,1]
sen(x) = sen(x + 2km)

e Son periddicas con periodo T = 2w — {cos(x) = cos (x + 2kmn)

g(x) = cos(x) f(z) s('n(;r)

0.5

1.7.2 Tangente
e Sudominio es Dom(f) = R — [% + krt],conk € Z

e Surecorridoes Im(f) =R
e Es periddica de periodo 7 tan(x + m) = tan (x)
e Esuna funcion impar



w

)

f(z) = tan(x)

=2 =3m/2 S -m/2 w2 m 3m/2 2

\
nN

1.8 Ejemplos de funciones
En el siguiente enlace se pueden observar las graficas de las funciones expuestas en los apartados anteriores.

https://www.geogebra.org/m/jf2{dvit

2 Transformaciones de funciones

2.1 Desplazamiento lateral g(x) = f(x — h)
e Lagraficadelafuncion g(x) = f(x — h) es lamisma que la de la funcion f(x) desplazada h unidades
a la derecha

e Lagraficadelafuncién g(x) = f(x + h) es la misma que la de la funcion f(x) desplazada h unidades
a la izquierda

2.2 Desplazamiento vertical g(x) = f(x) + h

e La grafica de la funcién g(x) = f(x) + h es la misma que la funcion f(x) desplazada h unidades
hacia arriba

2.3 Simetria con respecto al eje 0X
e Lafuncion g(x) = —f(x) es la simétrica de la funcion f(x) ) con respecto al eje OX

2.4 Simetria con respecto al eje OY
e La funcion g(x) = f(—x) es simétrica a la funcion f(x) con respecto al eje OY

2.5 Dilataciones horizontales

e La funcion g(x) = f(kx) es la dilatacion horizontal de la funcion f(x) por un factor%

2.6 Dilataciones verticales
e La funcion g(x) = k - f(x) es la dilatacion vertical de la funcion f(x) por un factor k

En el siguiente enlace podéis practicar con las transformaciones basicas

https://www.geogebra.org/m/vnenfdhj

3  Funcion inversa

La funcion inversa de una funcion f es otra funcién f~1, tal que para cualquier valor de x de su dominio se
cumple que:

Si f(x) = b, entonces f~1(b) = x


https://www.geogebra.org/m/jf2fdyjt
https://www.geogebra.org/m/vnenfdhj

e La funcion inversa de f(x) es la simétrica con respecto a la bisectriz del primer y tercer cuadrante
y=x)

e El dominio de la funcién inversa es el recorrido de la funcion f(x)

e En el siguiente enlace se muestra graficamente el concepto de funcion simétrica
https://www.geogebra.org/m/BJ2arpES

3.1 Calculo de la funcion inversa de una funcion.
Calcula la funcién inversa de:

f(x) =3x+9
e Primero: Se expresa la funcion de la forma y = f(x) y se intercambia la x por la y en ambos
miembros.
e Segundo: Despejamos la y de la expresion resultante y la sustituimos por f~1(x)

Hacemos y = f(x) y=3x+9

Intercambiamos x por y x=3y+9

Despejamos y en funcidon de x )= x—9
3

Sustituimos y por f~1(x)

Fim =232

4 Operaciones con funciones

Si se consideran dos funciones, f y g, cuyos dominios son Dom(f) y Dom(g), respectivamente:

e Lasuma de funciones f y g es otra funcion, f + g, tal que, para cualquier valor, x, que pertenece a
los dominios de ambas funciones se cumple que:
F+9x) =flx)+g9x)
e El producto de funciones f y g es otra funcion, f - g, tal que, para cualquier valor, x, que pertenece
a los dominios de ambas funciones se cumple que:

(f-9x)=7f)-gM®

e La division de funciones f y g es otra funcion, f , tal que, para cualquier valor, x, que pertenece a los

dominios de ambas funciones se cumple que:

(f)( )—fi ; cong(x) #0

4.1 Ejemplo de operaciones con funciones
Dadas las funciones f(x) = x? — 2xy g(x) = %’ calcula el valor de las siguientes operaciones con funciones

en los valores indicados.

2) (f +9)(1) b) (f - 9)(2) o ()1
Primero. Se determinan las funciones que resultan a operar
2) (f +9)(0) = f() + g(x) =x? —2x + 3= 22208
b) (f-9)(0) = F(x) g(x) = (x> — 22) - 2 = T2
( )(x) _f® (x2;2x) _ x3-2x?

gx) 3

=3x—6

Segundo. Se halla el valor de las funciones resultantes sustituyendo x por su valor en cada caso.

-2:1%+3

a) (f+9)1) = =2


https://www.geogebra.org/m/BJ2arpES

b) (f - 9)(2)=3-2-6=0

(-1)3-2:(=1)?
o (L)1 =z

5 Composicion de funciones

Dadas dos funciones, f y g, se llama funcion compuesta de f con g a la funcion (g o f)(x) que cumple que:
(g ° ) = glf (x)]

La expresion (g o f)(x) se lee “f compuesta con g de x” (Se lee de derecha a izquierda)

e En general (go f)(x) es distinto que (f o g)(x), por tanto la composicion de funciones no es
conmutativa.

5.1 Ejemplo de composicion de funciones
Dadas las funciones f(x) = Vx + 1y g(x) = —x? + 2 calcula:

a) (g°f)x) b) (f e g)(x)

e Se aplica la definicion de la composicion de funciones
2
a) (e N =g(f(x0)=gWx+1)==(Vx+1) +2=-Cx+1)+2=-x+1-
[(g° HG) = —x +1]

b) (feg)®) =f(g(x)=f(=x*+2) =V +2+1=vV=x2+3=|(fog)(x) =V—xZ +3

6 Ejercicios

6.1 Calcular la funcion inversa de las siguientes funciones
a) fO)=->+1
b) f(x) =—x?>+4

0 160 = [5-2

d) fx)=Vx? -1
6.2 Halla el valor de las siguientes funciones en los puntos que se indican teniendo en cuenta que:
flx) =+x g = (x*+3)/(x+ 1)

a) (f-9)(4)

» (0D

o (FH (@)

0 2o

6.3 Sean f(x) =x*yg(x) = % calcula

a) (fog)(x)
b) (ge°f)x)
c) (fef)x)
d) (geg9)x)



7 Limites de funciones

7.1 Limite de una funcion en el infinito
¢ Ellimite de una funcién f(x) cuando x tiende a +oo es el nlimero real L. cuando para valores grandes
de x los valores de la funcion se aproximan al numero real L.

lim f(x) =L
xX—>+00

lim f(x) = +oo silos valores de la funcion crecen cada vez mas.
X—>+00

e lim f(x) = —oo silos valores de la funcion decrecen cada vez mas.
X—>+00

¢ Fl limite de una funcién f(x) cuando x tiende a —co es el nimero real L. cuando para valores
pequeiios de x los valores de la funcion se aproximan al numero real L.

Jim Q) =L

e lim f(x) = 4o silos valores de la funcion crecen cada vez mas.
X—>—00

e lim f(x) = —oo silos valores de la funcion decrecen cada vez mas.
xX——00
i [x I FY }
iy A *, Y
S ——
x X
_— - -
X X
¥y - ". vy

7.1.1 Calculo de limites en el infinito

7.1.1.1 Limite de potencias
o0, sik>0
lim x*=f(x)={ 1, sik=0
¥ 0, sik<0

lim x™ = f(x) = ->ne€eN

X——00

+o0o, si npar
—00, sin impar



7.1.1.2 Funciones polindmicas

lim a,x" + a,_1x" 1 + -+ a,

X+oo

En este caso tenemos que tener en cuenta los signos de los coeficientes

+ oo

Sia, >0- lima,x"+ a,_x" 1+ -+ a,
X+coo
Sia, <0-lima,x"+a,_(x" 1+ +ay=—
X+oo
lim a,x™ + a,_1x"" 1 + -+ a,
X—00

En este caso tenemos que tener en cuenta los signos de los coeficientes y los exponentes

Sia, >0ynespar » lim a,x™+a,_x" 1+ +ay,=+»
X——00
Sia, >0ynesimpar » lim ax"+ a,_x" 14+ 4+ay,=—
X——00
Sia, <O0ynespar - lim a,x"+ ap_x" 1+ +ay=—
X——00

Sia, <O0ynesimpar » lim a,x"+ a,_x"" 14+ -+ ay =+
X——00

Ejemplos:
xl_i)r_noo 3x2 —2x+ 1=+
im —3x%—2x+1= -
Jim 3x° —2x+ 1= -

lim —3x°>—2x+ 1=+

X——00

7.1.1.3 Funciones racionales
. A X™ + A XM 4+ a
im
xteo  bpx™+bx""1 + .-+ by

. . Am XM+ a,,_1xM 14 4a
e Sin>m- lim = ol 0=0
x—>+00  bpx™+bx™"14...4bg

. . Am XM+ a,_1xM 14 4a a
e Sin=m- lim = m—1 L=
xo>+00  bpx™+bx™14...4bg by

. . AmX™M+am—1X™ 1+ +ay . . .
e Si m>n lim — = oo Para saber el signo del infinito hay que hacer
x—>+o0  bpx"+bx"1+..-+bg

consideraciones de signo

amX™+am_1x™ 14+ 4a,

lim = +oo - Signo(a
Si x—+00  bpxM+bx"~1+...4bg 9 ( m)
im>n- - o .
lim A XM+ A x™ e bay { +o0 - Signo(a,,) sim —nes par
x—>—00  bpx+bx™"1+.+bg —oo - Signo(a,,) sim —nes impar

10



i x?—-2x+1 0 . x2-2x+1 1 i x3—-2x+1 N
—_—_—mm— —_— - _—_— [0'e]
Xt 23 + 3% — 5 xoteo 2x% + 3% — 5 2 xoteo 262 + 3% — 5
. x?—2x+1 0 . 4x% —2x + 1 ) i —3x3-2x+1
—_—_—mm—m—— —_—— = —O00
x_l)r_noo 2x3+3x—75 x—1>r—noo 2x2+4+3x—5 x—IHIoo 2x%24+3x—5
i —x3—-2x+1 0 o —8x3-2x+1 A i x*—2x+1 N
_—-- = = — —— T (00]
Xt 266 + 3x — 5 st 2x3 +3x—5 Xm0 22 + 3x — 5
lim 1 —0 . Ax*—2x+1 ) . x3—2x+1
- = _— = —_ — —00
x—+02x% +3x —5 x—1>r—{¥100 2x2 4+3x—5 x—1>r—noo 2x2 4+3x —5
7.2  Operaciones con limites
o Jim (fG) +9() = lim fGx)+ lim g(x)
o Jim (f&) —g(0) = Jim_fCO— Jim g()
* Am 6 a@) = lim fG) - lim 9G:)
NN (COR . ACY
* otwme Aim_g(x0)
« Jim V) =" lim £(x)
e lim log, f(x) =log, lim f(x)
x—+oo x—+oo
lim g(x)
. g(x) — . x—+oco0
+ i (o) = (Jim £G0)
7.3 Indeterminaciones
o (00)— (o0)
e (0.
0 o
. -— —
0 [ele)
o 1% 000 00
7.4 Resolucion de indeterminaciones
7.4.1 Indeterminacionesg
e Calcular el siguiente limite
: 201 20 g 2% o (1-3) _ & e
D e e Ve e, 2 2 o= lim 2xs = e
3 3 2
b) lim (%) = lim (—“’;_) = lim (%) = =0
xX—>—00 x“+1 xX—>—o0o0 \ X xX——o00 \ X
7.4.2 Indeterminaciones o0 — oo (Se transforman en indeterminaciones 2
. 2x2 22\ . 2x2(x2+41)-x3(2x+1)\ _ . 2xt+2x2—2xt—x3\ . —x3+2x® \[_ 1
* 911_{?0 (2x+1 - x2+1) - J}l_)n;lo( (2x+1)(x?%+1) ) o ,ll_fg( 2x342x+x2+1 ) - ,P_IEO (2x3+3x2+1) T2
. — e [Wx=2—vx)-(Vxe=2+Vx)] _ . x—2—% \ _ .. -2\ _ . _
¢ Jim(Ve-2-vx) = lim e = I () = Im (7)== [0

7.4.3 Indeterminaciones del tipo 1%

Hay que utilizar el concepto de la definicion del nimero e. El nimero e se puede definir de la siguiente forma

X

(2)

1
e = lim <1 + —)
X—00 X

11



Para calcular los limites del tipo 1° hay que proceder de la siguiente forma. Supongamos que queremos
calcular el siguiente limite

y (3x — 1)x2 (3)
x—l>l-l!loo 3x+2

Se transforma la expresion de la ecuacion ( 3) en una expresion como la de la ecuacion ( 2). Para ello se suma
y se resta len la expresion que estd dentro del paréntesis y se opera usando las propiedades de las potencias

i (3x—1)x_l_ <1+3x—1 1)"_1_ 1+3x—1—(3x+2)x_
st \3x +2)  xode\ | 3x 42 = x5Fe 3% + 2 -

3x+2 -3

—3 \¥ 1 x 1 73 3x+2

~lim (1 ) =lim (1+5m) =lim (145 -

x—+00 + 3x+2 x—+00 + % x—+00 + % (4)
-3

3x+2~|x"3x+2

-3
-3x

1 | e e}l»n-il—oo(m) e e_l =

3x+2
I =3 I
Dado que el nimero de pasos que se han dado en el proceso ( 4) para resolver el limite es amplio y siempre
son los mismos, existe una formula para calcular dichos limites

1
= lim | 1+ -

xX—>+00

e Si lin: fx)=1y linl g(x) = oo, entonces se cumple que:
X—+oo X—>+00

e lim (f(x))‘g(x) — e}i_,“joo(f(x)—l)'y(x)

X—+00

7.5 Limites de una funcion en un punto

7.5.1 Limites laterales

Para estudiar como se aproxima una funcion a un punto hay que considerar la aproximacion por la izquierda,
don valores menores que ¢l, y por la derecha, con valores mayores. Estas aproximaciones se llaman limites
laterales en un punto.

Ll W

¢ FEllimite de una funciéon f(x) cuando x tiende a un punto ¢ por la izquierda es un numero real L

cuando para valores de x muy proximos a ¢ y menores que ¢ los valores de la funcion se aproximan a
L.

lim f(x) =1L
X—C
e FEllimite de una funcién f(x) cuando x tiende a un punto ¢ por la derecha es un niamero real L

cuando para valores de x muy préximos a ¢ y mayores que ¢ los valores de la funcion se aproximan
alL.

lim f(x) =1L
x—ct
e lim f (x) =40 lim +oo cuando para valores proximos a c, menores o0 mayores que C,
X—C X—>C"—

respectivamente los valores de la funcion crecen cada vez mas
12



e lim f(x) =—-wo0 lim —co cuando para valores préximos a c, menores o mayores que C,
X—C X—C

respectivamente los valores de la funcidon decrecen cada vez mas

7.5.2 Limite de una funcion en un punto

El limite de una funcién f (x) cuando x tiende a un punto ¢ es un nimero real L cuando se cumple:
lim f(x) = lim f(x) =1L
x—c~ x—ct

En este caso decimos que:

}Ci_r)réf(x) =1L
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