ESPACIO
EUCLIDEO



Espacio afin — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

Indice:

1. Espacio euclideo

Angulo entre dos vectores

Angulo entre dos rectas

2

4

Desigualdad de Schwarz y desigualdad triangular 4
5

7

8

Proyecciones ortogonales

dngulo entre una recta u un plano 10

2
3
4
5. Vector director, normal o caracteristico de un plano. Diedro de dos planos---------------
6
7.
8

Puntos simétricos 11

Pagina 1



Espacio afin — 2° curso de Bachillerato — Ciencias y tecnologia

1. Espacio euclideo £,

Sea el vector Vv de A; , cuyas coordenadas cartesianas son (X,y,Z) , llamamos
modulo o0 norma del vector v , ¥ lo expresamos por V| , al nimero positivo:
|17|=+\/x2+y2+22
Ademas, la norma cumple las siguientes propiedades:
[P0V VveEAL y [9]=075=0
k. V|=|k|]P|VEkER y VY € 4,
[i+v|<|a|+[p|V &,V € 4,
# Ejemplo.- El vector i=(—3,0,4) tiene como médulo |ii|= \/(—3)2+02+42=\/275=5

Diremos que el vector # es unitario cuando cumpla [i|=1 .

- [ 1 1
#  Ejemplo.- El  vector u= ( E ,0,— E) es  unitario, ya  que
1V A
+02+(——) =V1=1

Ly
'”"\/(& 7

Si disponemos de un vector # no unitario, siempre podemos obtener un vector unitario

v en la misma direccion y sentido, siendo

# Ejemplo.- Dado el vector no unitario ii=( 1,2,2) , podemos hallar el vector unitario en
el mismo sentido y direccion
T . 1 122
—ii=—.(1,2,2)=|+,2.5
7 i=g122) (3’3’3)
El proceso de encontrar un vector unitario en la misma direccion y sentido que el vector

v, se denomina normalizar el vector v
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Sean los vectores U y YV de 4; | denominaremos pl'OdllCtO escalarde @
por 7V yrepresentaremos #°V , al nimero real
e v=lul.|i|.cos (i, V)

v

<!

u

Geométricamente, el producto escalar de dos vectores es igual al producto del modulo de

uno de ellos por el mdédulo de la proyeccion del otro vector sobre él.
Las propiedades que cumple el producto escalar son las siguientes:

* Propiedad conmutativa:

-

usv=veu,Vu,ve A,
* Propiedad asociativa:
(k.i)ev=k.(u*V), VU,V € 4;,,Vk €R
* Propiedad distributiva respecto de la suma de vectores:
ue(v+w)=uev+iew, Vi, v, w € 4,
Ademas, como consecuencia del producto escalar de dos vectores, extraemos las siguientes

conclusiones:

. 2

=neu=|u|.|it|.cos 0°=li|’
« Si @ vy V sonvectores unitarios, #*v=[ii|.|¥|.cos(ii,V)=cos(ii,V)
# Ejemplo.- El producto escalar de dos vectores 1 y VvV , que forman un dngulo de 60°
y cuyos médulos son  |u|=5 y |v|=4 | serd

ﬁ-ﬁ:5.4.cos(6O°):L;"1:10
Si (u,‘uzqu;‘;) y (v],vz,v3) son las coordenadas (respecto de la base {07]%} ) de

-

los vectores # y V ,teniendo encuentaque ;e =;k=;k=0 secumplira

ind - - -

aev=(u,i+u,j*usk)o(v,i+v,j+vik)=uv,(i °i)+u2v2(}°j)+u3v3(%°%)=
=u vituy vy tus vy

Llamamos espacio euclideo al espacio afin en el que se ha definido el producto escalar.
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2. Angulo entre dos vectores

Dados dos vectores  17=(u;,u,,u3) 'y v=(v,,v,v;) , se verifica:

(f;\)_ uev UV tu, vyt vy
cos u,v—|_,| |"|_ 2. 2, 2 2. 2, 2
uj.|v \/u1+u2+u3.\/vl+‘}2+‘}3

# Ejemplo.- El angulo O que forman los vectores 1=(1,0,1) y v=(0,0,2) serd

—arccos 2 =arccos (ﬁ):%"
2\2 2

Dos vectores # y v sonortogonales ( L )sison perpendiculares, que equivale a:

1.040.0+1.2
V240 + 1202+ 0%+ 22

a=arccos

ulv siysolosi u*v=0
Un sistema de referencia S={0;%,V,| es ortogonal si los vectores de la base son

ortogonales dos a dos. Si ademas, los vectores tiene mddulo 1, diremos que es un sistema de

referencia ortonormal.
Silos vectores # y Vv son ortogonales se verifica

i+VF =(u+7)(a+V)=uu+2.10v+vev=[u +[v[

3. Desigualdad de Schwarz y desigualdad triangular

Desigualdad de Schwarz.- Dados dos vectoress % y V , se cumple

9

i+ v| <[] .[¥]

La demostracion se basa en la acotacion de la funcion coseno en la igualdad

—
-

uev=[il.|7].cos(ii, V)
Como
—~1=<cos(i,v)<1
Se cumplirad
—|ul.|u|<uev <|ul.|u|
Y aplicando la definicion de valor absoluto a esta expresion, obtenemos:
i+ ¥|<[al. i

Desigualdad triangular.- Dados dos vectores % y VvV , se cumple

i+ V] <[]+

La demostracion se basa también en la acotacion de la funcion coseno. Como
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i1+ 9P=(i+7 )+ (@+7)=Tut 2.0 T+ Ve v=[af+ 2.0 ¥ +[9f =
=|u*+2.|7].[9].cos (i1, v )+ P <|a[ +2. 7. |9|+[3[ =
=(|a[+[%|)?
Luego
i+ <([al+]v])’
Es decir

lu+v|<|u|+|V]

Geométricamente, la desigualdad triangular nos permite obtener la condicion para que tres

segmentos dados formen un triangulo: resultando que las suma de dos de sus lados es mayor o

igual que la del tercero

«
u+v
v
u

4. Angulo entre dos rectas

Dadas dos rectas r y r' de vectores directores # y V ,como se verificard

—

cos (i, V)=

Teniendo en cuenta que dos rectas pueden forma dos posibles angulos de vectores

<
<

<

<

y u,v ,tomamos el dngulo menor, es decir el angulo que cumple

uev

cos (i, V)= FNE

# Ejemplo.- Las rectas r y s dadas por las ecuaciones

x=3_y _z+2

X+2_y—=2_ z+3 5
S 2 1 -2 ! -2 2

forman un angulo

2.1+1.(=2)+(-2).2]|

oL =arccos
V22 4+ P (=2 PV 1P+ (=2)+2°

= arccos(g)=63° 36'44""
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Dos rectas r y s son perpendiculares si sus vectores directores % y vV  son
perpendiculares, es decir: 7 Ls<u*v=0
# Ejemplo.- Dada la recta de ecuaciones

r'x+2:y—2:z+3
S 2 1 -2

Para hallar las ecuaciones de la recta s perpendicular a v, que pase por el punto
A(1,0,-5)
Teniendo en cuenta que los puntos de la recta 1, seran de la forma
P(=2+2t2+¢,-3-2t) , con t€R , para que el vector Zﬁ:(—3 +2t,2+1,2-2t) sea
perpendicular a la recta, se tiene que cumplir:

QJ,—M~G8+QQ2+L2—2Q=Oit=§

AP=(——,—, =
Luego, 9 "9°9

— (=11 26 2 . - .
y un vector director Vv de la recta s serd

v=(-11,26,2) .
Por tanto:

x—=1_y z+5

11 26 2

Dadas dos rectas r y s que se cortan, se define bisectriz al lugar geométrico de los puntos

que equidistan de las rectas ry s

Si  0(0,0,0) es el origen de coordenadas, X=(x,y,z) un punto cualquiera del
espacio, P el punto de interseccion dery s,y # y v los vectores directores de ry s con el

mismo moédulo (que es siempre posible de hallar). Es decir:
r:0X =0P+\.ii ; heR
s:@?=515+u.v ; LER
Teniendo en cuenta que los vectores #+V y #—V son las diagonales del cuadrado
formado por los vectores # y 7V . Las bisectrices de la rectas r y s, vendran dadas por la rectas:
r:0X=0P+\.(ii+7)

s:0X=0P+u.(i—7)
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# Ejemplo.- Para hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos que forman las

rectas
-1 _z+1
r:%zyTZZ s:(x,y,2)=(22,1)+1.(03,-4); L €R
Como estas dos rectas no son paralelas y se cortan en el punto P(2,2,1) |, ya que
pertenece a ambas rectas. Si normalizamos los vectores directores ﬁ:(2,1,2) y

v=(0,3,—4) de las rectas ry s, obtenemos los vectores

-, (212 -, 3 4
u'=\=,-,= v'=|0,-,——
333 505

Y teniendo en cuenta que

Por tanto las ecuaciones de las bisectrices seran

2 14 2
=22,1)+A.|=,—,——=|,L€ER
Loy 2)=(22, 401373 15) <

2 4 22
=(22,1)+u.|=,——,— R
(xor =220t 2~ e

5. Vector director, normal o caracteristico de un plano. Diedro de dos planos

Dado un el plano de ecuacion Ax+By+Cz+D=0 , llamamos vector director,
normal o caracteristico del plano al vector d=(4, B, C)

Denominamos. angulo diedro de dos planos al angulo que forman dos semiplanos que tiene
una recta en comun denominada arista. Ademas el angulo de dos planos secantes es el menor de los
diedros que determinan.

El angulo rectilineo de un diedro es el angulo formado por dos rectas perpendiculares a la
arista en el mismo punto, de forma que dada una de las rectas esté contenida en uno de los planos.
Ademas, la medida del angulo diedro coincide con la medida del angulo rectilineo de dos planos.

# Ejemplo.- Dados los planos no paralelos 7,:x—2y+z-1=0 y m,:2x—-y+z=0 |
como sus vectores normales son respectivamente, d;=(1,-2,1) y d ,=(2,—1,1) | el angulo
diedro que originan al cortarse las dos rectas, es:

d,+d)| ):
d,|.|d,|

[1.2+(=2).(=1)+1.1|
V6.6

oczarccos( =arccos (% >=33°33 '26,32"'
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Llamamos plano bisector del angulo diedro de dos planos al lugar geométrico de los

puntos del espacio que equidistan de los dos planos.

Teniendo en cuenta que el angulo diedro mide lo mismo que su correspondiente rectilineo, y
este coincide con el angulo formado por los vectores caracteristicos de los planos, el plano bisector
tendrd como vector caracteristico el vector director de la bisectriz del angulo que forman los
vectores caracteristicos del plano bisector del a&ngulo de dos planos. Es decir, si d oy 672’ son
los vectores caracteristico de norma 1, los dos planos bisectores tendran como vector caracteristico

(d,'+d,") 'y (d,'—d,’") respectivamente. Y para determinar los planos bisectores, bastard
con tomar un punto de la arista de la interseccion de los dos planos, y los vectores directores
determinados.

# Ejemplo.- Sean los planos  7,:x—2y+2z=2 y m,:3x+4y=12

x—2y +22=2}

La arista de estos dos planos sera la recta de ecuacion
P " [ 3x+4y=12

Tomando un punto de dicha arista, por ejemplo, tomando x=0 , obtenemos 4(0,3,4) ,

y teniendo en cuenta que los vectores caracteristicos normalizados de los planos son

respectivamente

- 1 22 - 3 4
d/'=|=-,—= = d,'=[=,—=,0

! (3 3 3) Y : (5 5 )

Los vectores directores o normales de los planos bisectores son

=, =, (142 2 5, = 4 222
d'+d,'=|——=,= d'—d,'=|——,—=,=
L (15, 15’3) s L ( 15’ 15’3)

Tomando dos vectores proporcionales,obtenemos los vectores directores o normales de los

planos bisectores
n,'=(14,2,10) y n,'=(—4,-22,10)
Y los planos bisectores seran:
=14 .(x=0)+2.(y=3)+10.(z—4)=0=>14x+2y +10z—46=0

T, '=—4.(x—0)-22.(y—3)+10.(z—4)=0=>—4x—-22 y+10z+26=0
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6. Proyecciones ortogonales

La proyeccion ortogonal de un punto A sobre el plano T es el punto de

interseccion de dicho plano con la recta perpendiculara 7T que pasa por el punto A.

Sea A(a,b,c) un punto en el espacioy m:Ax+By+Cz+D=0 un plano, como la

recta perpendicular a 7 | que pasa por A, tiene por ecuaciones paramétricas

x=a+ At
ryy=b+Bt
z=c+Ct

Para hallar la interseccion de la recta r con el plano 7 , utilizamos la ecuacién
A.(a+At)+B.(b+Bt)+C.(c+Ct)+D=(A*+B+C*).T+(Aa+Bb+Cc+D)=0

Despejando t de esta ecuacion, y sustituyendo en la ecuacion de la recta de r, obtenemos la

proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano T

# Ejemplo.- Sea A(1,3,—1) un punto en el espacioy m:x—y+z=0 una plano en el

espacio, como la recta perpendicular a T , que pasa por A, tiene por ecuaciones paramétricas

x=1+¢
z=—14t¢

Para hallar la interseccion de la rvecta r con el plano TU , utilizamos la ecuacion
(1+2)—(3—t)+(—1+t)=0=>-3+3t=0=>¢=1
Luego, sustituyendo t = I en la ecuacion r, tenemos que la proyeccion del punto A sobre el
plano T sera A'(2,2,0).
La proyeccion ortogonal de un punto A sobre una recta r es el punto de interseccion de

la recta r con la recta perpendicular a r que pasa por el punto A y se apoya en r.

x=u+At
Sea A(a,b,c) unpuntoenelespacioy 7:{y=v+B¢{ unarectaen elespacio, como
z=w+Ct

el plano perpendicular a r, que pasa por A, tendra como vector caracteristico el vector director de la
recta, es decir  d=(A4, B, C) , su ecuacion general es:
A.(x—a)+B.(y=b)+C.(z—c)=0>A4x+By+Cz—(4da+Bb+Cc)=0
Y la interseccion del plano con la recta sera:

A (u+At)+B.(v+Bt)+C.(w+Ct)—(Aa+Bb+Cc)=0
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Que despejando t, y sustituyendo en la ecuacion de la recta r, obtenemos el punto A',

proyeccion del punto A, sobre la recta r.

x=1+t¢
# Ejemplo.- Sea A(1,0,1) un punto en el espacio y 7:{y=2—t{ una recta en el
z=t

espacio, como el plano perpendicular a r, que pasa por A, tendra como vector caracteristico el
vector director de la recta, es decir d= ( 1,— 1,1) , Su ecuacion general es:
I (x=1)+(=1).(y=0)+1.(z=1)=0=>x—y+2z-2=0
Y la interseccion del plano con la recta serad:
(14¢)—(2—t)+t=2=0=>1+t—2+t+t—2=0=3t-3=0=>¢=1
Sustituyendo t en la ecuacion de la recta v, tenemos que la proyeccion de A sobre r es el
punto A '(2,1 ,1)
Utilizando la proyeccion de un punto sobre un plano o una recta, también podemos hallar la

proyeccion de un segmento o una recta.

# Ejemplo.- Para calcular la proyeccion de la recta rit-= sobre el plano de

ecuacion 1:x+2y+z=0 . Como se puede comprobar resolviendo el sistema de ecuaciones
correspondiente que 1NT= (0,0 ,O) .
Proyectando otro punto cualquiera de la recta r, por ejemplo el punto  P(—1,2,3)

Como la recta perpendicular a T que pasa por P, tiene por ecuaciones paramétricas

x=—1+t
Sy=2+2t
z=3+t

Y la interseccion de s con el plano T |, cumplira la ecuacion
(—14+2)+2.(2+2¢)+(3+1)=0=26+61=0=>t=—1
Sustituyendo t en la ecuacion de la recta s, obtenemos que P'(—2,0,2) es la proyeccion
de P sobre T
Luego la proyeccion de r sobre T | como pasa por 0(0,0,0) y por P'(—2,0,2)
tendrd por ecuacion

r':(x,y,2)=(0,0,0)+(-2,0,2). ;L €R
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7. Angulo entre una recta y un plano

El angulo entre una recta r y un plano 7 es el angulo que forman la recta r con otra
rectar' que es la proyeccion de r sobre el plano 7T |

Si denominamos por @ dicho 4ngulo, como la proyeccion 7' de la recta r esta
contenida en el plano T,y serd perpendicular al vector normal del plano 4 .

Si u es el vector director de la recta r, €l angulo que forman ry r ' es complementario del
que forman 4 y # . Como los dos angulos son complementarios, se tiene que
i+ d| i +d| )

.|V

COoS (E—OL ): sen o=

2

:o&zarcsen( e
jal [

x—a_y=b_z—c

Siry 7T tienen de ecuaciones 7: y m:Ax+By+Cz+D=0

u U, Uy
respectivamente, la expresion analitica sera

|A.u+B.u,+C.u
\/uf+u§+u§. \/Az+Bz-i-C2

a=arcsen

# Ejemplo.- Sea la recta Fixz 0 % yvelplano m:2x—-y+2z=0 . El angulo
que forman la recta r y el plano T es:

2.2+4(-1).0+2.0
V202407 22+ (— 1) +2

:%:41,81 °=41°48'37,13""

a=arcsen

8. Puntos simétricos

Dados un punto A y un plano 7T , denominamos punto simétrico de A respecto de T
al punto A' del espacio, tal que la proyeccion de A sobre el plano 7T (el punto M) es el punto
medio del segmento [4,4'] . Al plano T se le denomina base de la simetria o plano de la
simetria.

Dados un punto A y una recta r, denominamos punto simétrico de A respecto de r al punto
A' del espacio, tal que la proyeccion de A sobre la recta r (e/ punto M) es el punto medio del

segmento [A4,A'] .Alarectar sele denomina eje de simetria.
# Ejemplo.- Para hallar el punto simétrico de A(1,3,—1) respecto del plano
mix—y+z=0 , como MI(22,0) es la proyeccion ortogonal de A sobre T (calculada en

un ejemplo anterior) y es el punto medio entre A(1,3,—1) y su simétrico A'(x,y,z) , se
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cumplira

(2,2,0)==.((1,=3,-1)+(x, y,z))=(x,y,2)=(3,7,1)=4"

N —

# Ejemplo.- Para hallar el punto simétrico de A(1,0,1) respecto de la recta

x=1+t¢
riyy=2—t

, como M(2,1,1) es la proyeccién ortogonal de A respecto de la recta r
z=t

(calculada en un ejemplo anterior) y es el punto medio entre y A(1,0,1) su simétrico
A'(x,y,z) , se cumplird

1

(2,1 ,1):5.((1,0,1)+(x, v.z))=(x,y,z)=(32,1)=4"
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