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1 VECTORES en Rn

1.1 DEFINICION

1.2 ENFOQUE GEOMETRICO
1.3 IGUALDAD

1.4 OPERACIONES

Los pares ordenados; ‘que ya se han tratado, son los que llamaremos vectores de
7/ . . 7
IR . Pero el interés ahora es ser mas generales.
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1.1 DEFINICION

n . L4
Un vector de IR™ es un conjunto ordenado de N nimeros
reales, los cuales son llamados componentes. Lo denotaremos
de la siguiente manera:

—

Vv :(Xi’xz’...’xn)

Si el vector tiene dos componentes, un par ordenado (X, Y) sera un
2
vector de R
Si el vector tiene tres componentes, un terna ordenada (X, Y, Z) , sera

3
un vector de R )

. 2
Considerar a los vectores de R como pares ordenados o a los

3 _ .
vectores de IR’ como ternas ordenadas, nos permite obtener sus propiedades
algebraicas, pero existen otras que resultan cuando se define una
representacion del vector en el plano cartesiano o en el sistema tridimensional.

1.2 ENFOQUE GEOMETRICO

2 .
Un vector de R” se lo representa en el Plano Cartesiano como un
segmento de recta dirigido. Suponga que se tienen los puntos Pl(xl,yl) y

Pz(xz,yz). Si trazamos un segmento de recta dirigido desde P, hacia P,
tenemos una representacion del vector

V=PP=(X-X,Y,-Y,)
Y,
P2 (%1 Y2)
R(x:v)
;X




Moisés Villena Mufioz Vectores e IR2,IRS,....IR"

Este vector puede tener muchas otras representaciones equivalentes en
el plano cartesiano. Una representacion equivalente util es aquella que se
realiza ubicando al vector con el origen como punto de partida.

Surgen caracteristicas importantes cuando obtenemos una
representacion geométrica de un vector. Caracteristicas como la longitud del
segmento de recta, la medida de la inclinacion de este segmento y hacia donde
apunta la flecha que se ubica este segmento.

Y4

/|

v

1.2.1 MAGNITUD O NORMA

5
Sea V= (X, y) un vector de R®. La magnitud o norma

—

V| se define como:

_ 'x2+y2

de Vv denotada como

—

\'

Note que la norma seria la longitud del segmento de recta que define el
vector. Es decir, seria la distancia entre los puntos que lo definen.

V=06 =%+ (v, - .

Y

_)

Para V = (X2 — X, Y~ yl) seria
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1.2.2 DIRECCION

la direccidn de V=(X, y) estd definida por la medida
del angulo de inclinacion de la linea de accion del segmento
de recta; es decir, por el angulo 6. Observe que:

@ = arctan y

X

Si el angulo 6 es medido en sentido antihorario se dird que tiene
direccion positiva, caso contrario se lo considera negativo.

o Yo~ ¥
Para 'V = (X2 — Xl , y2 = yl) seria 9 = arctan 22 71

X, =X

1.2.3 SENTIDO

N

El sentido de V=X, Y) lo define la flecha dibujada
sobre el segmento de recta.

—

Para \7 =PP (Xl =X, Y, — yz) tenemos:

\ 4
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L, . 3 . .
La representacion Geométrica para un vector de IR” seria analoga a
2 . .
R~. Suponga que se tienen los puntos Pl(Xl, Y. Zl) y P2 (X2’ Y, Z, ) Si

trazamos un segmento de recta dirigido desde P1 hacia F)2 tenemos una

- —

representacion del vector V = P1Pz = (X2 X, Y, VY., - Zz)

P, (X21y2122)

<l

] (leylle)

X

Su representacion con punto de partida el origen seria..

Az

P(x,y,z)

La magnitud o norma de V = (X, Y, Z) se define como:

V=X +y? +7°
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Los angulos «, By y son llamados Angulos Directores.

Observe que:
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- Py

Z-Zercww:
Demostrar que |COS” & + COS® B+ c0s” y =1

Para mas dimensiones no disponemos de interpretacibn geométrica.
Pero podemos hacer generalizaciones.

1.3 IGUALDAD

1.4 OPERACIONES
1.4.1 SUMA Y RESTA

7
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N N -S> >
2. la resta de v, con V,, denotada como V;—V,, se

define como:

- >

ViV = (X =Y % = Yo X = V)

Ejemplo-
Sean \71 =(-521)y \72 =(3,0,-2) , dos vectores de R®, hallar \71+\72 y \Z—\/ﬁ2

SOLUCION:
Sumando algebraicamente las respectivas componentes tenemos:

V,+V, = (=5+3,2+0,1+(-2)) = (-2.2-1)

V-V, =(-5-3,2-0,1-(-2)) =(-8,2.3)

1.4.1.1 ENFOQUE GEOMETRICO
Sea la representacion que se muestra a continuacion para los vectores

\Z:(Xl’yl) y \72 :(Xz’yz)

Jhy

(xgsygj

(x.0)

-

N
Considerando una representacion equivalente de V, de tal forma que
-

esté ubicado a continuacion de V,
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R
Definiendo el vector V, = (Xs, y3), observe la figura anterior:

Ahora tenemos que \72 = (X3 - Xl, y3 - y1)= (X31 y3)_(xu yl)

- - -
Por tanto V, =V,—V, ; es decir:

El vector de la diagonal mayor del paralelogramo que sustentan lo

- - -

N
vectores V, y V, es el vector suma de v, con v,.

_)
Por otro lado, definamos el vector V, , observe la figura:

Jny

(%3, )

=
=

I

[
=

':x1=.}"1:'

-




Moisés Villena Mufioz Vectores exv IRZ,IRS,.... IR

El vector de la diagonal menor del paralelogramo que sustentan lo

- -

vectores V, Y V, es el vector diferencia.

PREGUNTA: ¢ COMO se representaria -?.

3 .
Para IR”, el asunto es anéalogo

A7z

Vi =(X1!y1'Z

>

V2=(X2’y2’22)

\ 4
<

1.4.1.2 PROPIEDADES

10
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1.4.2 MULTIPLICACION POR ESCALAR

—>

Sea o Ry sea V=(X1,X2,---,Xn) un vector de R".
Entonces:

—

av =a(X, X, X, ) =(aX, aX,, -, ax,)

Ejemplo-1
Sea v = (-5,2,1) un vector de IR?, hallar 3v

SOLUCION:

3v =3(-5,2,1) = (~15,6,3)

Ejemplo-2

Sean v, y v, dos vectores de IR® tales que: \71:(3,0,—2) y v, =(-521).

- - -
Hallar el vector v =2v,—3yv,
SOLUCION:

1.4.2.1 ENFOQUE GEOMETRICO

- -
siaaeR yveR?0veR? entonces:

N
1. Si , el vector &'V representa un vector de mayor

—

magnitud que V

5
2.Si |0 <a <1 el vector &V representa un vector de

-

menor magnitud que V

_)
3. Si el vector &' V representa un vector de mayor

-

magnitud y de sentido contrario que V

11
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N
4. Si ‘—1< a < 0\ el vector &'V representa un vector de

—

menor magnitud y de sentido contrario que V

1.4.2.2 PROPIEDADES

- > - - - -
. VaeR,Vv,v,eR"| a| ,+V, |=aVv,+aV,

). Va,feR,VveR" (a+,8)v:av+,8v}

3. ‘v’a,ﬂeR,V\_/)eR” _a(ﬁ\_/)):(aﬂ)\_/)}

- - -
g VaeRVveR" |av =|a| Vv

1.4.2.3 VECTORES UNITARIOS

-
Un vector U es UMITARIO si y solo si su norma es igual a 1, es decir:

ull=1
tjemplo-

e
1 1 .
u = =, =
El vector ( 2 /2 ) es unitario pOI’que

- 2 2
- - > ||-
Un vector V puede ser expresado de laforma V = |V |[U por tanto

12
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cl
Il

‘<¢

<]

Ejemplo-

Hallar un vector unitario u para el vector v =(1,2,3)

SOLUCION:
Aplicando la féormula U= % tenemos:
v
u-&23 P
V14 14 14 14
- 1 - 14
u=——=(@12,3) comprobando|||lu|| = ,/—
J14 14
J:(L,L,LJ i -1
NV VRN

1.4.2.4 VECTORES PARALELOS

es dear:

- - n - -
Sean V, y V, dos vectores de IR". Entonces v, y Vv,
son paralelos si y sdlo si el uno es miltiplo escalar del otro;

v, =KV,

Observe lo siguiente.

%

N
Si V1:(X1’X2""’Xn) Y V2:(yl’y2"”’yn); y si son

paralelos entonces

v =kv,
(Xl’XZ’“"Xn):k( 1’y2’“"yn)
(Xl’XZ’“"Xn):(k 1’ky2"“’kyn)
Por igualdad de vectores
X =K% A Y =Ky, A A X = KY,

13
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o también

AT RO T

yl y2 yn

Se concluye que, cuando los vectores son paralelos, existe
proporcionalidad entre sus componentes.

tjemplo-

- - N N
El vector v; =(3,-2) es paralelo al vector v, =(6,~4) porque v, = 2v, 0 también

orque S_H4_,
P 3 -2

Por otro lado. Note que cualquier vector de R’ , v = (X, y), puede ser
i=01)
x(1,0)+y(02)

-

—m+yj

Es decir, tenemos otra representacion algebraica del vector.

>
expresado en términos de los vectores | = (1 O)

v=(xy)

tjemplo-

- -
El vector v =(2,~3) puede ser expresado de laforma v = 2i - 3j

Un vector de R3 V (X Y, Z) puede ser expresado en término de los

vectores I = (1 0 0) (O 1 O) y k (0,0,1)

v=(x,Y,z)=x(10,0)+y(010)+2(0,01)

v_xi+yj+zE
Ejemplo-

El vector 3 =(2,-5,3) también se lo puede denotar de la forma ; =2i-5j+3k

14
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Con lo anterior surge la siguiente definicion

1.4.2.5 COMBINACION LINEAL

> > > -

Sean V,,V,,V,, -,V vectores de R". Una Combinacion Lineal
de estos vectores es una expresion de

- - - -

aV,+a,V,+a,V,+...+a Vv,

donde a,,a,,a,,...,a, € R

la forma:

. ., . n
Observe que el resultado de la combinacion lineal es otro vector de R".

Ejemplo-

- -
Con los vectores v; =(1,3) y v, =(5,2) al formar la siguiente combinacién lineal

- -
3Vy— 2V, tenemos:

3\71— 2 \Z =3(1,3)-2(5,2)
=(39)-(10,4)

=(-75)

N
El resultado el vector v =(-7.5)

También puede ser posible expresar un vector en combinacién lineal de
otros vectores.

Ejemplo-

—>
Exprese y encuentre la combinacién lineal del vector v =(11) en términos de
- -
vi=(L3) y v =(52)
SOLUCION:

- - -
La combinacién lineal v = (1,1) en términos de v; =(1,3) y v, = (5,2) serfa:

- - -
V=aVv; +Bvp

(11)= a(L,3)+B(5,2)

Ahora, el objetivo seria determinar el valorde o y 3.

15
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a+5p8=1

3a+28=1
, . 3 2
Resolviendo el sistema, obtenemos: oo=—1y f=—
13 13

- - -
V=av; +Bvy

(L1)=23)+3 62

Por tanto

tjercicios propuestos 1.1

1 sean U=(1-23), v=(-325), w=(2-41).Calcular

a) u-v ) u-w-v
b) 3v+5w d) 2u—4v+Tw
2. Dados los vectores 31 =(-3,4,-2) v2=(3,4,-6) 33 =(4,-1,5). Halle un vector 34 tal
que VH- ;2+ ;3-1— ;4 =(-14,5)
a) (-5,-3-8) b)(-5,3,-8) 0)(-5-38)
d) (5-3,-8) e)(-5-3,-6)

3. Sean los vectores de RS, \_/)1 =(2,-34) , \_/)2 =(2,3-1), 63 =(482), V4 =(1,0,0).

- - — — - o
Entonces un vector V talque Vi—2V2—V3+V =V4,es:

2V =(7,17,-4) bV =(6,8,9) oV =(6,89)
0V =(-717,4) &)V =(7,-17,-4)
4. Sean los vectores ;1 =(13,0), ;z =(2,31) 34 =(4,-1,-7) , determine los valores de ay b

- - -
para que la combinacion Vs = aVvi+b V. sea verdadera:

ga=204 b=7 d) a=-144. b=13/

b) a=18. b=-7 e) Elija esta opcion si a y b no existe
c)a=2%. b=-7
5. Dados los vectores v, = (1,-2,2); vz = (2,-2,0);vs = (0,1,7); v = (-2,5,3),

entonces para que se cumpla que k, vi+ k, vo+ k, vs = v ; €l valor de k, + k, + k,

debe ser:
a) -2 b) -5 c)-1 d) 5 e) 2

16



Moisés Villena Mufioz Vectores e IR2,IR%,....IR"

1.4.3 PRODUCTO PUNTO (PRODUCTO ESCALAR)

- -

Sean V1:(X1’X2""'Xn) Y sz(yliyz"”’yn)
vectores de IR". El producto punto de V, y V,, denotado como
- -

V,®V,, se define como:

V:LOV2 =(X1,X2,X3,...,Xn)°(y1,yz,y;:,,---,yn)
Vl.VZ =X1y1+X2y2 +X3y3+...+Xnyn

Note que el resultado del producto punto es un namero real.

Ejemplo-1

Si \71 =(31)y \72 =(-1,4) entonces

eV, = (3)(-1) +(1)(4) =-3+4-=1

Ejemplo-2

Hallar v,ev, para v, =(3,0,-2) y V, = (-5,2,1)

VeV, = (3,0,-2)¢(-5,2,1)
viev, = (3)(-5) +(0)(2) + (-2)(@)
Vev,=-1540-2

Vv, =17

Ejemplo-3

Sean \71 y \72 dos vectores de R" tales que: \Z:(—2,1,3,—1) y

v, =(3,0,-1,2) . Hallar v,ev,

SOLUCION:
\71°\7z =(-2)@)+ D))+ ) (-1 + (-1)(2)
Vv, =-11

17
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1.4.3.1 PROPIEDADES

Sean V. y v, vectores de IR" . Entonces:

- - - -

l. V,®V, =V, ®V  producto escalar es conmutativo

2. A (VZ + Vaj =V, oV, +V eV, E producto escalar es

distributivo
3. (a vlj ° (,sz) = aﬂ(vlo vzj

%

Ademas, si V = (X1’ Xopte Xn) entonces

NN ) 2 2
VeV = (X, X, X, ) @ (X, Xy, Xy ) = X 4 X" 44 X,

> o z

Por lo tanto VeV =

-

\Y

- -

o también |[V|| = \V Ve V

1.4.3.2 ENFOQUE GEOMETRICO

- -

Suponga que & es el angulo que forman entre si los vectores V. yVv,.

-+ =
YW

—+ —+
Consideremos el triangulo: |"z— ¢!

Aplicando la ley del coseno, tenemos:

18
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2 2

+

2

-2

> -

VZ_Vl

RN

Vi

—

\&

—

A

RN

\&

coso

Aplicando propiedades y simplificando:

- - - - - = - - = ||| —
V,—V, |®|V,=V, [=V,eV,+V,eV,—2V, IV, COSO
- - e - - - - - - >
V,eV,—V,eV,—V,eV,+V, eV, =V eV +V,eV,—2V Vv, C0SO
- - e
—2Vv,eV, =-2)V,|V, C0SO
Finalmente, resulta que:
- - — -
vev, =|V |V, cosd

La utilidad de la ultima expresion la observamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo-

- -
Hallar el &ngulo 6 que forman los vectores v, = (l, @) y Vv, = (—ﬁ,—l)
SOLUCION:

Aplicando la propiedad tenemos:

ovievs _[BleB) —-_ -2/ -
Sl hs)ka) T @) T e T

Por tanto:

0 = arcco —/3 -5"
2 6

tjercicio-Propuesto-1.2

1. Dadoslos vectores: Vi =(1,2,—1) y V2 =(2,1,0) el resultado de la operacion:
(3V1— szj . (Vz— 2V1j
es:

213 b) -39 ¢)-68 d)39 6)-13

19



Moisés Villena Mufioz Vectores e IR2,IR%,...,IR"

2. Sean los vectores de R3, 31 =(-1,21), Uz =(-1-21)y 33 =(0,-1,0) . Entonces el valor

- > S? - > —
de 2(V1° Vz) 2|:(V1+ sz'V3:|

V2
a) (0,-24,0) b)-24 c)(24,0,0) d)12 €)24

3. Sean 31, ;2 vectores de R? | tales que: 31 =(52) y ;2 =(7,-2) . Entonces un vector 33 tal
que: Ulo \_/)3 =38 y Vgo\_/)z =34 es:
JVs=(4,6) bvi=(69)  ovs=(64)
Ovs=(60)  evs=(4,9)

4. Sean Vi, V2 y Vs vectores de IR® tales que: vi=(3-21), v.=(-510) y

N
v3 =(0.4,0) . Entonces al efectuar la operacion

3 31 —4[310 ;2)— 6(;2033j— 2 33
se obtiene como resultado:
Q)54 b)10 )84 d18s  e)52
1.4.3.3 VECTORES ORTOGONALES
- d - —>
Sean V. y V,dos vectores de IR". Entonces V, y V, son

- -
ortogonales si y solo si v, @V, =0

Ejemplo-

Los vectores \Z =12-1y \7; =(-3,2,1) son ortogonales, porque

VeV, = (1(-3)+ (2)(2) + (-1)(1) =0

-> -
El hecho de que V,®V, = 0 significa que el angulo entre ellos tiene

medida de 90°, es decir 6 =—. ¢ Porqué?

T
2
- -

En este caso se dice que V, Y V, son vectores perpendiculares.

20
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Este concepto puede se utilizado en problemas de disefio, como el

Ejemplo-

Dados los vectores \71 :(a2 —1,2,3) y v, :(—2,—a, 524) , encontrar los valores

de "a " para que sean ortogonales.
SOLUCION:

— — -

N
Paraque v, Yy v, sean ortogonales se debe cumplir que v,ev, =0, entonces

VeV, =(a’ -1,2,3)e(-2,-a,%) = -2a’ +2-2a+$ por o tanto
-2a®-2a+2 =0
16a’ +16a—21=0

7 3
a=-—— v a=—
4 4

1.4.3.4 VECTORES ORTONORMALES

Los vectores V,,V,,V5,--+,V, de R"son ORTONORMALES si y sélo

- >

- >

1 cuando i=j

viev,=0 cuando i= ]

Es decir, un conjunto de vectores es ortonormal si y soOlo si esta
constituido por vectores que son unitarios y ortogonales a la vez.

21
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Ejemplo-1

Los vectores i=(1,0) y j=(0,1) son ortonormales porque HiH=1,
iej=0

=ty

Ejemplo-2
Los vectores i = (1,0,0), ] =(010), K = (0,01) son ortonormales, porque
iej=iek=jek=0yademas [i=|j|=|k|=1

tjerciciosy Propuestos 1.3

- -

1. Sean Vi y V2 vectores en IR, tales que Vi= <2,1,1> y V2 :<1,1,1>. Una de las siguientes

proposiciones es VERDADERA identifiquela:
- -
a) Viy V2 sonortogonales.

>

N
b) Vviy V2 son paralelos.

o [2ve-3vi|=3v2

g 2V2-3vi=(1,0,-1)

o |[2v2—3vi|=+3

2. Sea los vectores de: Vi = (k, 3,k —1) y vz =(3,—1k) . Determine los valores de k tales que

Viy V2 Sean ORTOGONALES.
a3yl b)3 y-1 c)-3y-1 d}-3y1 e)oy-3
3. La SUMA DE LOS VALORES de "a" que hacen que los vectores V1:<1—a,3a,1> y
V2 =(a,—1,3) SEAN ORTOGONALES, es:
a)-3 b)-1 c)-2 d)o e)3

4. Sean los vectores Kz(l, -2,3), §=(4,—1,2) y C =(2,0,-3) encontrar el valor de t , tal que
K—rtg sea ortogonal a 8

- - - —
5. Sisetienen los vectores v, = (—=1,2,0) yv,=(b-12a,-3),si v,y V, sonorogonalesy

\71 = \72, Z(a, a-1, - %] , entonces losvaloresde a vy b , respectivamente son:.

3 1 1 1 1
a2y — h) = y-2 c)-ly = d-=y-1 e)-—yl
)y2 )2y )y2 )2y )2y

->

6. Sean Vi,V, y Vs vectores de R tales que: vi=(312), v2=(21-1) y va=bvi+2v,.

- -
Entonces el VALOR de “b " para que V3 seaortogonala V2 es:

9% H-% 9% 9 9%
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1.4.3.5 PROYECCIONES

1.4.3.5.1 PROYECCION ESCALAR

-
—

La proyeccion escalar de 'V, sobre V , denotada como proyﬁ V2 ,
Vi

- -

es la magnitud de la sombra que hace V, sobre V, . Observe la figura.

prov, v, = cosf|v,
1
proy., v,
Del triangulo tenemos : €086 = i
V2
Despejando, resulta: PIOY, V, = cosé Vv,
Vi
5
Multiplicando y dividiendo por |V1| resulta:
CosO\Vv, ||Iv, (vlovzj -
proyy vV, = = = - = (Vz. ulj
fl Vl Vl

23
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1.4.3.5.2 PROYECCION VECTORIAL

— -
- -

El vector proyeccion de V, sobre V,, denotada como PIOY:V,  es:

— (ul. V2)u1

. VeV |V

proy, Vv, =| -1

[N

Vl

Realice el trabajo analogo para obtener la proyeccién escalar y la

- -

proyeccion vectorial de V, sobre V, .

24
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1.4.3.6 DESCOMPOSICION ORTOGONAL

- - -

Suponga que se tiene dos vectores ortogonales V, y V, y otro vector V,
como se muestra en la figura.

- -

Suponga que se desea descomponer (expresar) V en términos de V, y

N - - - N
V, . En la expresion V= C, V,+C, V, realizando el producto punto con V, y

despejando, tenemos:

-> - -> - - -
vev, =C vev,+C,V,eVv,
(S
0
- - —>2
vev, =C,|v,
- -
_Vey,
1 N
Vl

{

Analogamente, realizando el producto punto ahora con V,,
encontramos:

25
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- = - - - =
vev,=C,vev,+C,V,eV,
[S—

0

- - - 2
vev, =C,|v,
- -
_V.VZ
2 S112
VZ

Es decir:

171 2 2

vev, |~ |vev |-
=| 7 Vit | o |V,

Vl V2
v=(v- 1 ul+[v-u2 u,

Observe que:

v=Proy, v+Proy, v

Ejemplo-

- -
Sean Vi = (3,1) y Vo = (1,5) vectores de R . Hallar dos vectores ortonormales

- o — - - —
U y Up , Tal que Uj seaparaleloa Vi y U2 seaortogonal a Vy .
SOLUCION

- -

Lo que queremos hacer, es encontrar dos vectores Uz y U tales que:
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‘L.P
(1,5
v,
L]
DA
Py
e
Py V=V, -Proy,v,
P L]
: A
: ’
L
......... ot WO W < 1)
i, o
: 1
__j--l"'"'#’ x
= b
_..-r'""_-_ . L
Proy_ v,
LS

Primero, hallamos un vector unitario en la misma direccion (paralelo) de I

SEGUNDO, hallamos un vector l que sea ortogonal a I

Luego

27
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Ejemplo-

%
Exprese y determine la combinacion lineal del vector V. = (L1) en término de los

- b d
vectores ortogonales u1=(%,ﬁ) y U, =(—ﬁ,%).
SOLICION:

- -

Como Up y U2 son vectores ortonormales, empleamos la formula

- - -
v=Proy, v+Proy, v

2 V2

i o] ol P
3)-sal el )

Utilizando esta propiedad no es necesario resolver sistema alguno

tjercicios Propuestoy 1.4
- - - -
1 Sean v; =(13)y vy =(L1). Descomponer v; en dos vectores, un vector X paralelo a
- - -
Vo yunvector Y ortogonala Vy .

N

_)
Resp. X =(2,2) y Y =(-11)
- ~ ~ ~ — A - ~
2. Seanlos vectores V; =3i —2j+4k y V, =3i +3j -2k .
- -
a) Determinar la proyeccion vectorial de V; sobre el vector V, .

— -
b) Calcular la componente de V; perpendiculara Vs .

—

v 15 _15 10
Resp. a) Proy\7 Vi =(—§,—ﬁ,§) b)
2

1.4.4. PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO CRUZ

Sean V, :(Xl, yl,Zl) y vV, =(X2, yz,zz) vectores de
R®. El Producto Vectorial de Vv, con Vv, denotado como

V,xV, se define como:

> >

VXV, :(Y122 —Z1 Y5, _(Xizz _Xzzl)’ XY, - Y1X2)
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Una manera practica para obtener el resultado de la operacién Producto
Cruz entre dos vectores es resolver el siguiente determinante, para la primera
fila:

Ejemplo:
- -
Sea v, =(1,2,-1) y v, =(2,-1,0) entonces
i ]k
> >
Vxv, =1 2 —1=-i-2j-5k
2 -1 0

1.4.4.1 PROPIEDADES.

29
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4. \ZX\Z:E)

5. i \7//\7 entonces \7><\7 =6

6 (av) ( ) [vaj
1. \Zx(v+v) ( XV ) (Vx\7j
8. v.xv. =\7 \7 —(vlov:j

De la ultima expresion, empleando la propiedad del producto escalar, se
obtiene un resultado muy importante:

- = 2 - 2 - 2 - = 2
VXVl = V|| (VL] —] ViV,
- 2 - 2 —>||[| = 2
=|Vy| Vol —|[Villlv,|COSE
- 2 - 2 - 2 - 2 9
=|Vy| [V, — Vil [V, cos® @
- 2 - 2 ’
= V4| |V, [1—cos 9]
- - 2 - 2 - 2
Vx| = vy [v,|| sen®@
1 2 1 2
Finalmente:
- = =>||[[ =
V, XV, || =V, [V, [|sen&

1.4.4.2 APLICACIONES

1.4.4.21 CALCULO DEL AREA DEL PARALELOGRAMO
SUSTENTADO POR DOS VECTORES.

- -

Sean V, y V, dos vectores, no paralelos. Observe la figura:
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N

Tomando como base a V, , tenemos:

Area = base e altura

5
=|\v,|[ h
h > {[—
Observe que |send =-—| entonces Area=|v,| v, | send

A&t

Y por la propiedad del producto cruz:

N

Area = v,xV,

E!’ﬂlol
N
Hallar el area del tridngulo sustentado por los vectores vl:(1,2,—1) y

N
v, =(2,-1,0)
SOLUCION:

- -
El &rea del tridngulo sustentado por dos vectores v; y v, es la mitad del area del
paralelogramo sustentado por los vectores, es decir:

- -
VX Vo
Area Triangulo = 5
i j k
- -
Como v;xv, =|1 2 -1=-i-2j-5k
2 -1 0
entonces
- -
TN Lt O (S e O R O )
Area Triangulo = S - 5 ==

E{%IOZ

Hallar el area del triangulo que tiene por vértices los puntos (1-2,0), (111) y
(-2,01)

SOLUCION:

Primero se forman dos vectores entre los puntos dados, tomando arbitrariamente el

orden de estos puntos; luego se procede de manera anadloga a lo mencionado
anteriormente dehido a que el area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo.

P,(L11)

{

<
=

R(L-20) . /(-200)

31
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En este caso, \71 = P}z =(1-1,1-(-2),1-0)=(0,32)
— -

Vp =P,P; = (-2-1,0-(-2),1-0)=(-3,21)

Entonces,
i j ok
- -
vixV, =0 3 1=i-3j-9k
-3 2 1
V1x Vs 2 ( a\2 2
Area Tridngulo = 5 :‘/(1) +(23) +(9) :\/g_l

1.4.4.2.2 CALCULO DEL VOLUMEN DEL PARALELEPIPEDO
SUSTENTADO POR TRES VECTORES

- - -

Sean V,, V,y V, tres vectores. Observe la figura.

N

Tomando como base el paralelogramo sustentado por V, y V,, la altura

-> o

h del paralelepipedo sera la proyeccion escalar de V, sobre V, XV, , entonces:
Volumen = Area base x altura

- -
Donde Area base = |v,xV,
- > -
. (le szov3
altura=h=|Proy, | v,|=—*—
vy XV, - 2
V, XV,
Por tanto.
- - —
N (le vV, |eV,
Volumen =|v,x v,
N

VXV,

Finalmente, simplificando resulta:
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- - -
(le sz oV,

Esta dltima expresion es denominada, EL TRIPLE PRODUCTO

Volumen =

- -

ESCALAR de los vectores v,, v,y Vv,, Y su interpretacion es el volumen del

- - -
paralelepipedo sustentado por los vectores v,, v,y v,. Observe ademas que
no importa el orden de operacion de los vectores, ¢por que?.

E{%la
I
Hallar el volumen del paralelepipedo sustentado por los vectores v; = (1,—2,1),

v, =(20-1) y v, =(1.23).
SOLUCION.

Por lo definido anteriormente,
1 -2 1
- - - 3
[levzjov3 =2 0 -1=2+14+4=20u
1 2

3

Volumen =

E!’eroécéoy Ero_pw%toy 1.4

e ~ ~ ~ g ~ ~ ~
1. Seanlos vectores A= A,i-5j+2k y B =-3i+2j—B,k . Calcule los valores de Ay y
- -

B, paraloscuales AxB esparaleloa: a)aleje X b) aleje Y

Resp.a) A, =L B, =4 b A=L B, =%
2. Calcular el &rea del triangulo que tiene sus vértices en los puntos (-3,2,4); (2,1,7) ; (4,2,6)

Resp. Area= @

3.Dados tres vectores 31 =(5,2,6) , ;2 =(-183) , 33 =(2,-7,4) forman un tetraedro

St igen. i igen. h=-11_
con vértice en el origen. Determinar su altura desde el origen Resp Tiss

4.Un tetraedro tiene por base el triangulo de vértices (3.-6,-1) , (4,4,-2) y (-3,-1,2); Si el vértice
opuesto es el punto (8,10,6) , determine su altura. Resp. h= %

e T

- - -
5.Sean u y v vectores no nulos, diferentes tales que: wi=uU+V, W,=u-V,

- - o - - -
Wz =1| u+V |. Hallar wie| wax w3 Resp. 0
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Miscelaneos

1. Demuestre que:

- = |=ll-
a. |VieVy| <|v; |V, (DESIGUALD DE SCHWARZ)
- = |- |-
b. IV{+Vy <|Vi|+|Vo| (DESIGUALDAD TRIANGULAR)
c.|kv :\k\c keR

2. Determine si las proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique formalmente.

- - > -
a. SiVy yVp sonvectores unitarios entonces |Vq+Vy| =2

- - - -
b. Sivy y Vo sonvectores ortogonales entonces |Vi+ Vo | =2

- = BN N

¢.Si V{ y Vo sonvectores ortogonales entonces |Vq—Vo| =|Vi+Vy

- - NN N - 2
d. Si vy yVy sonvectores ortogonales entonces [Vi+Vy| =|V1| +|Vo

o 2 2 2
e. Si Vi y Vy sonvectores ortogonales entonces HVl_VZH :Hle +Hv2H

- -
Vie Vs,

> 5 5 o > -
f. Si VieVy =VyeV3 entonces Vo =Vj3

- -
g. Silosvectores V4 Yy Vo son paralelos entonces

N
V1

N
Va2

e - 2 — - - - - -
h. Si v, y v, sonvectoresde R“, donde (vy| =|[vo| entonces vi+V, y vy—Vv, son
ortogonales.
- - - -

. - -
i.Sean up, Upy,vy Vv, vectores en el plano tales que |uyq :«/7, U :\/E,

- - - - - - il - -
vy =2U—5Uy ¥ V, = —Uy+3U, . Si ujeu, =4 entonces vy y v, son ortogonales.

L - - 2 N —> -

j.Si vy y v, son vectores de R“ y aeR. Si |v+Vs|=|vy|+]vo|, entonces
- -
V1=(ZV2
- - 2 - - - - -

k.Si vy y v, sonvectoresde R“ entonces ([Vq+V,||+|[Vi— Vol = 2|V

|. Si los vectores \71 =(0,0,a), \7; =(3,4,0)y \73 =(0,4,6) forman un paralelepipedo cuyo

volumen es 120 u®, entonces a =10 .
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12.
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- - - - - - - -
Sean V, y Vp vectores unitarios. Silos vectores V3 =Vi+2Vy y V4 =5V;—4v,

- -
son ortogonales. Hallar la medida del angulo © que forman entre si los vectores V1 y Vo .

T
Resp. 6 =—
3
- - - - .
Sean v; y v, vectores de R?, tales que v =(2,3) y v, =(~10). Determine los

- - - -
valores de A, de tal forma que los vectores [v1+ szj y [vl— szj sean ortogonales.

Resp. 1 = im

- - -
Sean vy =-4i+3j , v, =2i—] y v3=06i—7j; determinar escalares k y m tales

— - -
que vz =Kkvi+mv, . Resp. k=-4,

m=-5
- - T
Sea 6 (0<6 <), el angulo que forman los vectores Vq y Vo, Si v =v3—2v,,

-> -
- by-v
v, =1 "4

4

N
vy

- - - )
=|\Vo|| =1y v3 L v, , determine el valor de la tané.

Resp. tan@ = \/5

— -
Determine un vector X , perpendicular al vector v = 4i—5j que tenga una longitud de 10
unidades.
N
Resp. X =20

40 ;
Jar' " ar!

Sean Vv, =3i-2] ,V,=-381+4] y v3 =7i—8]j; determinar escalares k y m

- - - 5 5
tales que V3 = kv+mv, . Resp. k=%, m=-=
Sea V un vector diferente de cero, entonces, demostrar que si U es un vector cualquiera, el
- =
> o eV -
vector W = U——ZV es ortogonala V .
—

i - - - - -
Demuestre que si U es ortogonal a V y a W, entonces U es ortogonal a cV+dW
para escalares cualquiera C y d.

- -
Demostrar que el area del triangulo, cuyos vértices son los extremos de los vectores A, B

- [E_ XJ x (8_ X]

N
y C,es —

) - 2> o o - -
Demostrar que el volumen del tetraedro de aristas A+ B, B+C y C+ A y es el doble

) - - -
del volumen del tetraedro de aristas A, B y C .

Pruebe que las diagonales de un rombo (paralelogramo con lados iguales) son
perpendiculares.
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