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21. Berikna

3_35
8 7
I 3
5 T4

. r . .. P .. .
Ange svaret pa formen —, dér p, ¢ dr heltal och braket — dr maximalt forkortat.

q q
3_5 21 _40 19
8 7 _5 56 __5 _ __19-2-225 5 5
1.3 4 15 19 19-7-2-2-2 7.2 14
5Tz 20720 20
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22. Bestim alla reella tal a, for vilka ekvationen 2? + 2axr + 3a = 0 har (minst) en
positiv 1osning. Ange det storsta heltalet ¢ med den egenskapen.

3

-y
x> +2ax+3a=0
f(x) = —z+ /z (x —3) x|

10 1 2 3 4 5 &
x=—ai~’a2—3a x=—-a+ a(a_g) o g(x)=—x— /x (x—3)

-2
Denna har positiva ldsningar nar a ar negativt. . r—_'

Under rottecknet blir da dven ./a(a — 3) positivt,, da det ar tva negativa tal
multiplicerade med varandra.

MEN, finns det nagot reellt tal, a, som &r positivt och dar x = —a — \/a(a — 3) blir negativt?
Nej,a=1 och a=2ger ogiltiga varden, da det blir negativt under rottecknet, a=3 ger x = -3
Talet a = 0 ger ingen positiv l0sning for x, utan detgerx=0,

De tal som ger positiva losningar for ekvationen ara=-o,...-100,....,-3,-2,-1,

Varav det storsta avdessatalara=-1.
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o . , : 1+ Inyx . : 1
23. Givet funktionen f(z) = J berikna f'(x) och ange " - |.
1 —Inx e
Lo . _1+Invx . _ 1+ 7lnx .
Vi skriver forstom f(x) = P till f(x) = T T och deriverar sedan med

kvotregeln och kedjeregeln:

L (1-4ms) - (C4)-(1 ¢

fi =2 :
(1 — %lnx)
Forenklat :
1
f'x) = 2
" (1 — %lnx)2
1 . 4
1/e e e e
7(5)= - ==
(e) (1 j % (_1)>2 (1 +%)2 (3/2) 9
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2 1 .
24. Beriikna/ (;r3— + sin? -.1‘.) dr.

m =T

TL'
> . 4 m4
[ _@) g e
Lx”x—[z_z— 4 T4 e 6a
2
7
lnixdx=[—ln|n—x|]?g= —ln(n—g)+ln(n—g) = —ln(g)+ ln(37n)=ln(32—n)=1n3
2

|

N e NI
|

N e NI

T T T
2 2 2
) 1 —cos2x 1 1 1
fsmzxdx = fidx = —fl—costdx =—-|[1ldx — = | cos2xdx =
2 2 2 2
_r _r _r
2 2 2
T VA
1 5 1rsin2x)2 T T 1 ) m
=z - 27 e (3-(-3)) - gemm-snem) = 3
T T 1 T
> > > . Y
Svar:  [ZxPdx — [*—dx + [*asinxdx = -3+
2 2

25. Berikna och ange cos 75° + sin 15°.

cos(45° + 30°) = cos45° - cos30° — sin45° - sin30°
vz 3 _ ¥z 1
2 2 2 2
sin(45° — 30°) = sin45° - cos30° — cos45° - sin30°
2 3 _ ¥z 1
2 2 2 2
och cos(45°+30°) + sin(45° —30°) = 2B 24 2B 2 Voo 2
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26. Los ekvationen

1
2In — + 3vVInx = 2.
NZG

Ange ekvationens storsta 16sning.

Forenklar ekvationen : 2-ln\/% + 3:vVlnx = 2

1
2-(—§lnx) 4+ 3:-Vvlnx = 2

—Inx + 3:-Vvlnx = 2
—u? + 3u=2 harrotterna (u=15+225-2 , u1=1 u=2)
ur=1 : VJlnx =1 = x=e

=2 : VJlnx =2 = x=e¢e*
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27. Los olikheten

~

1 1 2

+ —.

r+a r—a 1

Ange det storsta positiva talet a sadant att olikheten har exakt 123 negativa
heltalslosningar.

1 1 2
+
x+a xX—a X

har minsta gemensamma namnare i vansterledet (x + a) - (x — a)

xXx—a x+a

(x+a)(x—a) (x—a)(x+a) > X

2x 2
>_

x2-a?” x

har minsta gemensamma namnare totalt x - (x2 — a?)

2x-x > 2-(x?—a?

2x% > 2x? — 2a?

0 > — 2a? (alltidsantoma#0)

Olikheten géller baraom x - (x? — a?) &r positivt. (annars (vid mutiplikation/division

med negativt tal) vander olikheten tecken , eller om x - (x? — a?) =0 sd uppstar0=0
som ar en likhet, inte en strikt olikhet).

— o (v2 _ A2 5 ; — - _ —
1 ) ]
f(x) =x-(x*—a*) harnollstallenvidx; = 0, x,=—a, x3= a
X x<—a x=-a —a<x<0 x=0 0<x<a x=a x>a
f(x) [|x<o0, f(x)=0 [|x<O0, f(x)=0 |x>0, f(x)=0 |x>0,
x> —a?>0 x> —a?<0 x> —a?2<0 x> —a’>0
fx) <0 fx)>0 fx) <0 fx)>0
(negativt) (positivt) (negativt) (positivt)

Alltsdiintervallen —a < x < 0 ochx > a s &r uttrycket x - (x? — a?) positivt,
men vi ar intresserade av negativa heltalslosningar alltsa heltaliintervallet —a < x < 0

Det ar heltalen —a<x <0 , som ger giltig division med begransat antal ldsningar

alltsa behover a vara a = 124 sa att —a = -124 for att da fas 123 negativa heltalslosningar
for x for olikheten . Dessa losningar ar-123,-122,-121... ,-3,-2, -1

Svar:a=124
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28. Triangeln ABC' ar ritvinklig med rit vinkel vid hérnet C'. Kateten AC har lingden
b (lingdenheter). Cirkeln med medelpunkt €' och radie b skiir sidan AB i punkterna
A och P och sidan BC'i punkten (). Givet att vinkeln ZPC'Q dr 30°, bestiim och
ange lingden av strickan BQ).

Q=(b-cos30°, b-sin30°) =
- (b By .l)
2 2
och eftersom CQF och BQF ar kongruenta
sdarQB=>b,
och ABC har Pythagoras sats :
BC? = (2b)* — b? = 3b% > BC =+/3b

ochddCP = b,sdéar

BP=\3b-b=b-(V3-1)
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29. Kvadraten ABC'D har sidlingd 1 lingdenhet. Punkten P ligger pa sidan AB och
1 . ) ]
AP| = 1 lL.e. Punkten @ ligger pa sidan C'D. Strickorna P(Q) och
V2

ar sadan att

AC skiir varandra i punkten S, diar |AS]| = 3 Le. Bestam och ange lingden av
strickan C'Q).
b ”OiD cQ=05 ¢ Diagonalen AC arv/2 .

t V2, . VZ 242
kb AS ar—, sdledes blll’SC=\/§—? ==
415
7110 Trianglarna APS och CQS éar likformiga
TP med motsvarande strackor
BEAY c_¢
215 - AP~ AS

diagonalen:
3410 22
175 V2 ©Q_S
\ E
1110 4 3
A ' & 121
0 12 34 1 CQ=--- ==-=05
-1/10 I 4 1 2
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30. Cirklarna ky och ks med medelpunkter () respektive Oy har radier 7 lingdenheter
respektive 4 lingdenheter. Avstandet mellan (J; och O dr 9 lingdenheter. Linjen
{ tangerar kq i punkten 77 och ks i punkten 715, Bestam lingden av striackan 1775,

o Kallar T1T, for u (i figuren)
ot =" | \Vad som framkommer av figuren ar
en ekvation for distansformel dar

5=9 0:0,=Ju + (7—4)2 =9
w=17 \/u2+32 =9
Juz+9 =9

u?+9 =81
u=849 T) u=vV81-9=vV72=V36-2=6-2
e 6-v2 = 61,41 = 8.49 Svar: Avstandet T T, =6 - \/E
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C. Ge fullstindig 16sning till uppgiften nedan. (max 5p)

.. 1 .. . . 9 -
Bestam alla reella tal p # 1 for vilka ekvationerna 2?2 +2z+p = 0 och pr?+2r+1 =0
har exakt en gemensam reell 16sning.

(”C” kallar jag aven ”31” da det finns 30 st foregdende uppgifter pd matematikdelen)

Ekvationerna

{I x2+2x+p=0
I px?24+2x+1=0

Ska galla samtidigt

Med kvadratkomplettering blir ekvation1: (x + 1)? — (1 — p)
och

2 —_—
Med kvadratkomplettering blir ekvation 11 : (1) 1p_

-1+.1-p

Losningarnaforlérx,, = —1+,/1—p och l6sningarnaforIlar x3, = >

Forx,, sddrp <1 och for x5, sdarp < loch p # 0 Givetiuppgiftendrévenattp # 1

Vi bestammer

x=-1+y1-p x—_1+ 1-p
g = ————
p
X, = —1-T—p o _-1-Tp
y = ———
p
: / =1t vide
x1= -1+ /1—-p # x3= _1+T P och i oty =HY152

X, = —1—Jl1l—p # x4, = % A 7

14+ 55
o) = VI
>

Undersdker darforom x; = x, och/eller x, = x; kangalla:

—1+,1-p =_1_T 2P espektive —1—1/1—p:_1+T VTP
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F(")I’St x1 = X4_

BRI, w4

p
—p+pflI-p=-1-1-p
1-p =—(+1D-J1-p
Den likheten ar omojlig forp > —1, da tecknen isafall skulle bli olika i Vanster Led och Hoger Led
Forp < —1 sé arVanster Led och Hoger Led bada negativa

Om vi under den férutsattningen kvadrerar till :
2
(1-p)? =(-+1-/1-p)
2
1-2p+p®> =(+1* (J1-p)
1-2p+p? =(1+2p+p>)-(1-p)
1-2p+p* =—p*-p*+p+1
p>+2p>—-3p =0

p-(*+2p—3) =0

p1 =0 eller p,3=—1++v1+3 po=1, p3=-3

Har ar detendast p; = —3 som uppfyllervillkoret p < —1

P4 samma satt x, = x3

-1-J1-p=
—p—pyl-p=-1+,1-p

1-p =(p+1)-y1-p

Den likheten ar omojlig forp < —1, da tecknen isafall skulle bli olika i Vanster Led och Hoger Led

-1+ J1-p
p

Forp > —1 sa arVanster Led och Hoger Led bada negativa

Om vi under den forutsattningen kvadrerar till :

1-p)? =(-(p+1-1 —p)z
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1-2p+p? =(+12-(JT-p)
1-2p+p?> =(1+2p+p*)-1-p)
1-2p+p? =—p>—p*+p+1
p2+2p*2—3p =0

p-(p*+2p-3) =0

p1=0 eller p,;=—-1+V1+3 p2=1, p3=-3

Har uppfyller det endast p, =1 som uppfyllervillkoret p = —1 eftersomp # 0 pa
grund av division med p .

Men p =1 var uttryckligen ej tilldtet i uppgiften, sa vi har inga l6sningar som géller/ar tillatna

for x, = x3

I x24+2x+p=0

har exakt en gemensam
I px24+2x+1=0 &

Svar/slutsats : de tva ekvationerna {

losning endastfor p = -3 ,déd—-1+4+,/1—p = A_T e

l6sningen nedan i gul-ramad bild pa graf:

P.
P mn ) T 5 7 P
T 3 -2 -1 0 1
f(ll)) = \/lfl)j -1 g(p) = dui \ L—p -1
1_'\/’1_7]3 fpy=1—v1-p

‘5](]3) — 17) -2
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