Schulpraxis

,Erfolgreicher Mathematikunterricht mit

dem Computer” vor 25 Jahren und heute -

Gedanken zum Buch von VOLKER HOLE von 1998 (Teil 2)

HANS-JURGEN ELSCHENBROICH - WILFRIED DUTKOWSKI

Vor 25 Jahren hat VOLKER HOLE sein Buch ,Erfolgreicher Mathematikunterricht mit dem Computer” verdffentlicht. Die
Diskussion zum Computereinsatz war gepragt durch eine eher akademische Diskussion um Fachdidaktik und Allgemein-
bildung auf der einen Seite und durch isolierte schulische Leuchtturmprojekte bei einer weit verbreiteten Skepsis der
Lehrkrafte andererseits. In diesem Beitrag werden grundlegende didaktische Prinzipien zur Organisation des Unterrichts mit
digitalen Mathematikwerkzeugen aufgezeigt und an exemplarischen Aufgaben von HoLE versucht, sein Werk fortzuschreiben
und neue Akzente zu setzen.

Dieser Artikel setzt den Beitrag aus Heft 05/2023 fort.

4.3 Kreiszahl n

Problemstellung: Mit der klassischen Figur eines Kreises mit
einbeschriebenem Sechseck und umbeschriebenen Quadrat
wird zunachst eine erste grobe Abschatzung des Kreisumfangs
gewonnen. Die Eckenzahl wird dann schrittweise verdoppelt,
die Formel wird in ein Excel-Blatt eingetragen und nach unten
kopiert.

HoLE untersucht hier Naherungen fiir den Kreisumfang bei ein-
geschriebenen und umbeschriebenen regelmaBigen Polygonen.
In einer ersten Naherung erhalt man, dass der Kreisumfang U
zwischen 67 und 87 liegt, also m zwischen 3 und 4 (Abb. 6).
Die Berechnungen fiihrt er firn=6,12,18 ,--- manuell durch.
Die weiteren Berechnungen bei schrittweiser Verdopplung der
Eckenzahl werden mit der Tabellenkalkulation Excel durchge-
fuhrt (Abb. 7). Eine Stabilisierung auf 5 Dezimalstellen ergibt
sich bei n=3072. Zur Berechnung der erforderlichen Kanten-
lange eines einbeschriebenen n-Ecks bei fortgesetzter Ver-
dopplung der Eckenzahl benotigt man den Satz des PYTHAGORAS

und den 1. Strahlensatz als Vorwissen. Abb. 6. Kreisumfang-Naherung (HOLE, 1998, 72)
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Abb. 7. Berechnung Umfang der Innen- und AuBenpolygone (HOLE, 1998, 73)

Abb. 8. Kreis mit einbeschriebenen Polygonen © GeoGebra,
ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI

In diesem Ansatz zeigt sich eine starke (und damals ubliche)
Fokussierung auf Formeln. Heute kann man in GeoGebra mit
einem einzigen Befehl regelmaRige Vielecke einem Kreis einbe-
schreiben, die Eckenzahl liber einen Schieberegler erhohen und
den Umfang oder den Flacheninhalt des einbeschriebenen
n-Ecks messen (Abb. 8). Dabei werden dann aufeinanderfolge
Werte n = 2k verglichen, die mit dem Schieberegler k gesteu-
ert werden. Man kann aber auch Umfang oder Flacheninhalt
von Innenpolygonen und AuBenpolygonen gleicher Eckenzahl
vergleichen und erhalt so eine Einschachtelung des Kreises. Fiir
den Wert von k gibt es hier im Schieberegler eine sinnvolle
Obergrenze, der aber in den Eigenschaften auch geandert wer-
den kann. Da die jeweiligen Werte in der Lernumgebung pas-
send zum n berechnet werden, entsteht hier eine Grenzwert-
Propadeutik, weil direkt die Stabilisierung der Werte sichtbar
wird und verglichen werden kann. Man ,sieht‘, dass sich beim
Ansatz mit den regelmafBigen Polygonen die Werte fiir den

Abb. 9. Einem Kreis einbeschriebene Trapeze © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI
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Umfang etwas schneller stabilisieren als beim Flacheninhalt. individual-genetisch naheliegender ist. Wenn man noch
Der Ansatz mit den Trapezen liefert zwar im Vergleich eine einbeschriebene und umbeschriebene Vielecke vergleicht,
langsamere Stabilisierung, aber er bietet eine Fortsetzbarkeit kommt man zu einer Einschachtelung des Kreises.
und Durchgangigkeit von Vorstellungen (PREDIGER, BARZEL, HUSS- o Operatives Prinzip: Die Naherungen fiir Umfang bzw. Flachen-
MANN & LEUDERS, 2023) in die Integralrechnung der Sekundar- inhalt eines Einheitskreises werden im Rahmen der vorge-
stufe Il. stellten Lernumgebungen mit Schiebereglern fiir k bzw. n
gesteuert. Eine Entschleunigung bietet sich an, fiir kleine
Alternativ oder zusatzlich konnte man auch mit einem Befehl n das exemplarisch mit Zirkel und Geodreieck zu bearbeiten.
die Trapezsumme T, (oder Untersumme U, und Obersumme o Spiralprinzip: Im Sinne eines Spiralcurriculums ist der ver-
On) einbeschreiben, wobei mit einem Schieberegler k der Wert breitete Ansatz mit einbeschriebenen/umbeschriebenen
n = 2k systematisch erhoht wird (Abb. 9), und damit die Inte- regelmaBigen Vielecken nicht weiter verallgemeinerbar.
gralrechnung vorbereiten. Hier liegt der Fokus auf dem Der Ansatz mit Trapezsummen (oder Rechtecksummen)
Flacheninhalt. Dies bietet die Anschlussfahigkeit zur Integral- aber sehr wohl, er greift eine Grundvorstellung der Inte-
rechnung in der Sekundarstufe Il (ELSCHENBROICH, 2022; DUTKOWSKI, gralrechnung auf und bereitet diese vor.

2023). » Dynamische Visualisierung: Die dynamische Visualisierung
In der Problemstellung angesprochene Prinzipien: erfolgt durch einbeschriebene regelmaBige Vielecke oder
« Genetisches Prinzip: Der Ansatz mit einem einbeschrie- durch einbeschriebene Trapeze. Deren Konstruktion ist

benen regelmaBigen Sechseck und der anschliefenden dank machtiger GeoGebra Befehle problemlos machbar.
fortgesetzten Eckenverdopplung ist ein historisch-gene- Auch konnen Umfang oder Flacheninhalt einfach gemessen
tischer Ansatz, der schon auf Archimedes zurlickgeht, der und ausgegeben werden.

da das Prinzip der Exhaustion entwickelte. Wir konnen « Systematische Variation: Die Anderung der Eckenzahl der
jetzt mit GeoGebra direkt, ohne aufwandige Konstruk- einbeschriebenen Polygone bzw. der Trapezstreifenzahl
tionen, mit regelmaBigen Vielecken arbeiten, was auch erfolgt Uber Schieberegler.

4.4 Quadratische Funktionen mit
Parametern, Scheitelpunkt
und Nullstellen

Problemstellung: Die Graphen quadra-

tischer Funktionen der Form:

y=f(x)=a(x-x0)*+ yo sollen unter-
sucht werden.

Damals war der Einsatz von Schiebereg-

lern noch nicht verbreitet, und das

formstabile Variieren von Graphen war
nicht moglich. HoLE nutzte das CAS-Pro-
gramm Derive (Abb. 10), wo im Algebra-

Fenster systematisch Funktionsterme per

Hand eingegeben und dann die Graphen

gezeichnet wurden.

Heute wird man die Parameter mit Schiebe-

Abb. 10. Quadratische Funktionen y = f(x) = a(x - x0)* + yo (HoLE, 1998, 107) reglern dynamisieren. Es gibt dann keine
Vielzahl von Graphen, die eine Schar bil-
den, sondern jeweils prototypisch eine
Funktion, die den aktuellen Parametern
entspricht.

Weitere Problemstellung: Die Graphen
quadratischer Funktionen mit Gleichungen
der Form y = f(x) =a’+ bx + c sollen
auf Scheitelpunkt und Nullstellen unter-
sucht werden.

Mit quadratischer Erganzung wird dann
b c-b?
§= (_Z' 4a )

hergeleitet und als Nullstellenformel

Abb. 11. Quadratische Funktionen y = f(x) = a® + bx + c (HoLg, 1998, 298)
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Dies ist das algebraische Standardverfahren. Eine visuelle
Unterstiitzung wird dadurch realisiert, dass fur jeden Para-
meter a, b, cin einer Excel-Tabelle nebeneinander zwei Werte
eingegeben werden konnen und die beiden zugehorigen Gra-
phen als Streckenziige angezeigt werden (Abb. 11).

Heutzutage ist zum einen ein anschaulicher Zugang zur Schei-
telpunktform moglich, indem eine Parabel als Graph einer
quadratischen Funktion im Zugmodus variiert wird, um dabei
die GesetzmaBigkeiten der Scheitelpunktform entdecken zu
konnen (Abb. 12). Dazu muss die Objektfixierung der Funktion
aufgehoben werden. Dann kann man mit der Maus oder den
Pfeiltasten den Graphen in der Lage verschieben, ohne die
Form zu andern. Hier wird also nicht vom Funktionsterm ausge-
gangen, sondern vom Graphen und vom Scheitelpunkt!

Abb. 12. Scheitelpunktform quadratischer Funktionen
© GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI

Damit kann dann in dhnlicher Weise eine Nullstellenformel fir
quadratische Funktionen entdeckt werden (Abb. 13), und zwar
in drei Fallen ausgehend von der Scheitelpunktform. Bei zwei
Nullstellen erhalt man dann

X12 = Xs =+ Vs

In der Problemstellung angesprochene Prinzipien:

« Genetisches Prinzip: Hier steht der individuell-genetische
Aspekt im Vordergrund. Bei einer gegebenen Funktion /
Parabel samt Scheitelpunkt ist bei graphischer Heran-
gehensweise die Scheitelpunktform offensichtlich. Die
Nullstellenformel ergibt sich dann bei zwei Nullstellen
durch die Erkenntnis, dass diese in Abhangigkeit von y,
symmetrisch zu x, liegen. Bei einer Nullstelle erkennt
man eine binomische Formel. Liegt die Parabel oberhalb
der x-Achse, so gibt es offensichtlich keine Nullstelle.
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« Operatives Prinzip: Eine virtuelle Handlungsorientierung
ist durch Ziehen am Funktionsgraphen gegeben, der
dadurch Lage und Term andert, aber nicht die grund-
legende Gestalt. Dies ist vergleichbar mit dem Umgang
einer Schablone. Das Arbeiten mit der Parabelschablone
ist auch als Vorbereitung und Entschleunigung maglich
und sinnvoll.

Spiralprinzip: Aus der Scheitelpunktform ergibt sich spira-
lig ein Zugang zur Nullstellenformel in einer

speziellen Form.

Dynamische Visualisierung: Die entscheidende Idee ist
hier, nicht mit dem Funktionsterm und der Variation von
Parametern zu beginnen, sondern direkt den Graphen zu
variieren.

Systematische Variation: Das freie Ziehen am Graphen
von f wird sinnvoll eingeschrankt, indem erst nur in
y-Richtung variiert werden soll, dann nur in x-Richtung.
Erst danach wird beides kombiniert.

Abb. 13. Nullstellen quadratischer Funktionen © GeoGebra,
ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI

4.5 Volumenberechnung Offene Schachtel
Problemstellung: Aus einem DIN A4 Blatt 29,7 cm x 21,0 cm soll
eine offene Schachtel hergestellt werden, die ungefahr einen
Liter fassen soll.

Derartige Aufgaben werden meist im Rahmen der Analysis
thematisiert. Da es hier aber um eine ganzrationale Funktion
dritten Grades geht, kann dies aber auch elementar, ohne
Differenzialrechnung bearbeitet werden. Wenn x die Hohe der
Schachtel sein soll, ergibt sich fiir das Volumen V die Funktion
mit der Gleichung

y=V(x)=x(29.7 -2 x)(21.0 - 2%).

Dazu wird mit Excel eine Wertetabelle erstellt und ein x-y-
Liniendiagramm gezeichnet (Abb. 14). Aus der Tabelle und dem
Diagramm ergibt sich, dass das Volumen 1 | = 1000 cm? fir y
zwischen 2 und 3 sowie zwischen 5 und 6 erreicht wird und das
Maximum in der Nahe von x = 4 liegt.
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Abb. 14. Offene Schachtel mit Tabelle und Graph (HoLE, 1998, 229)

Eine exakte Bestimmung des Maximums
erfolgte bei HOLE nicht, weil in der Sekun-
darstufe | die Satze aus der Differenzial-
rechnung nicht zur Verfugung stehen.
Heute ist es nebeneinander und parallel
moglich, die Schachtel in 2D als Netz dar-
zustellen und in 3D als offenen Quader
(Abb. 15). Die Variation von x als Kanten-
lange des auszuschneidenden Quadrats
erfolgt im Zugmodus. In einem dritten
Fenster kann der Graph der Volumenfunk-
tion als Ortslinie (oder Funktionsgraph)
gezeigt und untersucht werden. Dem
Maximum kann man sich dann entweder
graphisch nahern oder bei Verwendung einer
Funktion f auch mit dem Befehl Extre-
mum(f) ermitteln.

In der Problemstellung angesprochene

Prinzipien:

« Genetisches Prinzip: Das Optimieren
ist eine fundamentale Idee. Dazu
sind erst einmal keine Methoden der
Differenzialrechnung erforderlich. Das
Optimum kann man graphisch oder
auch naherungsweise ermitteln.

« Operatives Prinzip: Als Entschleunigung
bietet sich an, das Volumen fir spezielle
Schachteln mit dem TR zu berechnen
und offene Schachteln zu basteln. Dann
kann man mit dem Zugmodus in der
Lernumgebung arbeiten.

o Spiralprinzip: Die Aufgabe kann als Vor-
bereitung auf die Analysis verstanden
werden. Das Optimieren ist eine funda-
mentale Idee, die dann mit analytischen
Methoden vertieft werden kann.

Abb. 15. Dynamische Behandlung der Offenen Schachtel © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI
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Abb. 16. Mittelwert und Standardabweichung (HoLE, 1998, 48)

« Dynamische Visualisierung: Das ebene Netz kann im
2D-Fenster gezeigt werden, die Schachtel im 3D-Fenster
und der funktionale Zusammenhang (Ortslinie oder Funk-
tionsgraph) im zweiten 2D-Fenster. Die Dynamik erfolgt
durch Ziehen am Punkt X, der die Quadrate steuert.
Systematische Variation: Durch Ziehen am Punkt X wird
die Lange x der auszuschneidenden Quadrate gesteuert.
Fir x =0 cm und x = 10.5 cm ergibt sich das Volumen
0 cm3. Der Optimalwert wird irgendwo dazwischen er-
reicht, aber nicht in der Mitte, da kein quadratischer Zu-
sammenhang vorliegt. Der Punkt X kann auch schrittweise
mit den Pfeiltasten links und rechts gesteuert werden.

4.6 Mittelwert & Standardabweichung, Boxplot
Problemstellung: Zu sechs gegebenen Werten sollen der arith-
metische Mittelwert und die Standardabweichung berechnet
werden.

HoLE thematisiert den arithmetischen Mittelwert und die Stan-
dardabweichung, was dem seinerzeitigen Stand der beschrei-
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benden Statistik in der Schule entspricht.
Er benutzt dazu die Tabellenkalkulation
Excel als Werkzeug (Abb. 16). Die bendtig-
ten Formeln werden entweder selbst ein-
gegeben oder es wird der BlackBox-Befehl
,STABWN(...)* eingesetzt. Eine Visualisie-
rung in Diagrammen findet nicht statt.

Hier hat sich jetzt in den letzten Jahr-
zehnten - vermutlich im Gefolge von PISA
- eine erhebliche fachliche und didakti-
sche Anderung ergeben. Statt arithmeti-
schem Mittelwert und Standardabwei-
chung sind nun Median und Quartile in den
Fokus gerlickt. Eine Visualisierung erfolgt
jetzt mit Boxplots (Abb. 17), die schon ab
Klasse 7 zum schulischen Thema geworden
sind. Hier werden in einem Diagramm
Median, Quartile und Spannweite visuali-
siert. Werden Werte in Listen oder Tabel-
len geandert, wird ggf. sofort eine Veranderung im Boxplot
sichtbar. Der Median ist als Lageparameter stabiler gegeniiber
,AusreiBern® als der arithmetische Mittelwert und damit natir-
licher. Und die Quartile sind bei jeder Verteilung niitzlich, wah-
rend die Standardabweichung eher bei Normalverteilungen und
Binomialverteilungen sinnvoll sind.

In der Problemstellung angesprochene Prinzipien:

o Genetisches Prinzip: Median und Quartile sind intuitiver
und natiirlicher als arithmetischer Mittelwert und
Standardabweichung. Insbesondere ist der Median ist als
mittlerer Wert ,natlirlicher als der arithmetische Mittel-
wert, weil er gegeniiber AusreiBern stabil ist.

« Operatives Prinzip: Eine Entschleunigung ist bei einer
sehr kleinen Stichprobe moglich, indem ein Boxplot per
Hand erstellt wird. Median und Quartile ergeben sich
durch Abzahlen in der geordneten Liste. Bei umfang-
reicheren Listen ist der Einsatz digitaler Werkzeuge
unumganglich.

Abb. 17. Boxplot und Mittelwert © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI
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Abb. 18. Wirfel-Serie mit Tabelle und Diagramm (HOLE, 1998, 150)

Abb. 19. Wiirfeln mit Pseudo-Zufallszahlen © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI

Abb. 20. Wiirfel-Serie mit Diagrammen © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI
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Abb. 21. Quadratschnecke mit Prozeduren und Grafik (HOLE, 1998, 83)

Abb. 22. Turtle-Anweisungen in GeoGebra © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI

o Spiralprinzip: In spateren Klassen bietet sich die Thema-
tisierung von arithmetischem Mittelwert samt Standard-
abweichung an. Insbesondere gilt dies fiir das Vergleich
der Mittelwerte bei ,AusreiBern‘.

» Dynamische Visualisierung: Die dynamische Visualisierung
der Daten erfolgt mithilfe des GeoGebra-Befehls ,Box-
plot, der hier als BlackBox genutzt wird.

« Systematische Variation: Eine systematische Variation ist
mit der Veranderung von Werten in der ersten Spalte der
Tabellenkalkulation moglich.

4.7 Wiirfeln und relative Hiufigkeit

Problemstellung: Das empirische Gesetz der groBen Zahlen soll
mit einer Wurfel-Serie erkundet werden.

HOLE nutzt die Tabellenkalkulation Excel, um mit Hilfe von
Pseudo-Zufallszahlen zu wiirfeln, die relativen Haufigkeiten zu
ermitteln und mit einem Liniendiagramm die Entwicklung zu
visualisieren (Abb. 18).

Dies wirde man heute vermutlich ziemlich ahnlich machen
(Abb. 19), ggf. die vorgegebenen Teile ausbauen und das
Selbereingeben der Formeln reduzieren oder ganz weglassen.

Fachlich ist dabei mit Blick auf das Gesetz der groRen Zahlen
bemerkenswert, dass Versuchsumfange in GroRenordnung von
Hunderten und selbst von Tausenden noch nicht als ,groRe’
Zahlen gelten. Die relativen Haufigkeiten weichen meist noch
deutlich von der anzunehmenden Wahrscheinlichkeit 1/6 ab
(Abb. 20). Fir das Verstehen der Thematik ist aber insbeson-
dere die Entwicklung im Liniendiagramm wesentlich. Da ist
schon relativ frith zu erkennen, dass bei zunehmender Ver-
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suchsanzahl eine Anndherung in einer Trichterform vorliegt.
Hier ist hilfreich, dass immer wieder neue Wirfel-Serien auf
Mausklick erzeugt werden konnen.

In der Problemstellung angesprochene Prinzipien:

« Genetisches Prinzip: Die Schiiler haben sowohl ein intui-
tives Verstandnis von Laplace-Wahrscheinlichkeit als auch
von relativer Haufigkeit. Mit einer dynamischen Lernum-
gebung und geniigend groBem Versuchsumfang kann man
sich damit beschaftigen, wie beides zusammenhangt und
was die Unterschiede sind.

o Operatives Prinzip: Das Wurfeln im Klassenrahmen ist
ein handlungsorientierter Einstieg, was aber wegen des
relativ geringen Versuchsumfangs seine Grenzen hat.

Hier braucht man den Computer als fleiBige und schnelle
Maschine, die fiir uns wirfelt.

« Spiralprinzip: Die Idee der Laplace-Wahrscheinlichkeit
als a priori Wahrscheinlichkeit kommt ebenso zum Tragen
wie das Berechnen relativer Haufigkeiten. Man hat eine
intuitive, experimentelle Erfahrung des Gesetzes der
GroBen Zahlen, die spater in Richtung Konfidenzintervalle
ausgebaut werden kann.

» Dynamische Visualisierung: Die Ausgabe der Ergebnisse als
relative Haufigkeiten erfolgt graphisch als Polygonzug mit
Bezug zur Anzahl der Wiirfe und als Saulendiagramm fiir
das Endergebnis.

« Systematische Variation: Die Anzahl der Wiirfe kann in
einem Eingabefeld definiert werden. Neue Wurfserien
konnen mit einer Schaltflache und dahinterliegendem
Scripting generiert werden.
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Abb. 23. Quadrat-Schnecke © GeoGebra, ELSCHENBROICH & DUTKOWSKI

Abb. 24. Simulation einer Temperaturverteilung (HoLE, 1998, 93)

4.8 Quadrat-Schnecke

Problemstellung: Mit LOGO Befehlen soll aus einem Quadrat
eine Schnecken-Figur erzeugt werden.

Das Arbeiten mit Turtle-Grafik Befehlen der Programmiersprache
LOGO war damals durchaus gangig. HOLE erweiterte hier die
Programmiersprache QuickBASIC mit selbstgeschriebenen Bau-
steinen um Turtle-Grafik Befehle (Abb. 21).

Dies lasst sich auch heute in ahnlicher Weise realisieren. Solche
LOGO-Befehle werden heute im Mathematikunterricht eher
selten genutzt, sind aber auch in GeoGebra vorhanden (Abb. 22).
Sie bieten damit auch eine Chance zu einem Einstieg in algorith-
misches Denken und schlagen eine Briicke zur Informatik. Mit
dem geschachtelten Wiederhole-Befehl wird dann n-mal ein
Quadrat mit der Seitenlange k-l gezeichnet und die Turtlet
dann immer um den Winkel o gedreht. Damit entsteht insge-
samt die Figur der Quadrat-Schnecke. Die Werte von k, [, n, a
werden dabei Uber Schieberegler gesteuert.

Analysiert man die Entstehung der Quadrat-Schnecke, so sieht
man, dass es sich um eine fortgesetzte Drehstreckung eines
Quadrats handelt. Damit liegt eine Behandlung mit geometrischen
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Abbildungen nahe, und man kann aus der
Drehung im Uhrzeigersinn um den Winkel
a samt Streckung mit dem Faktor k<1
ein neues Werkzeug erstellen. Dies ist ein
Makro in der Terminologie der DGS, ein
Unterprogramm im informatischen Sinn.
Diese Drehstreckungen konnen auch mit
Abbildungsmatrizen und ihren Potenzen
erzeugt werden (Abb. 23).

Betrachtet man noch die Folge der rot
markierten Eckpunkte, so erkennt man
darin eine logarithmische Spirale.

In der Problemstellung angesprochene
Prinzipien:

« Genetisches Prinzip: Hier finden wir
eine fachliche Genese von der
intuitiven Turtle-Geometrie uber
Abbildungsgeometrie bis hin zu
Abbildungsmatrizen, von der Jahr-
gangsstufe 6 bis zur 13.

« Operatives Prinzip: Es bietet sich an,
vor Nutzung der Lernumgebung einige
dieser Drehstreckungen mit dem
Geodreieck und dem Taschenrechner
durchfiihren zu lassen. Diese konnen
dann auch noch kiinstlerisch ausge-
staltet werden. Man kann auch in 2
Iterationen die ersten Quadrate auch
auf dem Schulhof ,gehen‘ lassen und
dies mit Kreide nachziehen. Dazu
muss man die Operationen ,strecken’
und ,drehen‘ hintereinander ausfiih-
ren. Die Operationen im Rahmen der
dynamischen Lernumgebung beziehen
sich vor allem auf die Steuerung
des Zeichnens von Quadraten durch
Schieberegler.

« Spiralprinzip: Diese Figur kann man mit Turtle-Grafik

Befehlen schon in der Klasse 6 oder 7 erzeugen. In der
Klasse 9 oder 10 bietet sich eine abbildungsgeometrische
Herangehensweise mit Drehstreckungen an. Diese kann
man als Black Box einfiihren oder mit informatischen Ge-
danken erhellen und den neuen Befehl als ein Unterpro-
gramm auffassen, der dann in einer Folge immer wieder
aufgerufen wird. SchlieBlich gibt es sich im Rahmen der
Linearen Algebra die Moglichkeit, die Abbildung als Matrix
zu definieren und die wiederholte Anwendung als Matri-
zenpotenz aufzufassen. Das Spiral-Prinzip ist in diesem
Beispiel eng mit dem genetischen Prinzip verzahnt.
Dynamische Visualisierung: Die dynamische Visualisie-
rung erfolgt im Grafik-Fenster. Etwas hinter den Kulissen
werden machtige GeoGebra-Befehle eingesetzt, sei es
mit geometrischen Abbildungen, mit Turtle-Befehlen oder
mit Matrizen.

Systematische Variation: Eine systematische Variation
erfolgt durch den Schieberegler n, der die Entwicklung
der Quadrat-Schnecke steuert.
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4.9 Modellierung einer Temperaturverteilung
Problemstellung: Bei einem Korper mit quadratischem Quer-
schnitt wird die Temperaturverteilung simuliert und modelliert,
wenn an zwei Seiten eine hohe Temperatur von 100°C einwirkt
und an den beiden anderen Seiten eine niedrige Temperatur
von 0°C.

In der Modellierung wird die quadratische Flache in 12x12
Zellen unterteilt, die direkt in eine Tabellenkalkulation ein-
flieBen. Die Temperatureinwirkung bei einer Zelle erfolgt im
Modell nur von den vier angrenzenden Zellen mit Hilfe des
Mittelwertes (Abb. 24).

Wenn man alle Zellen berechnet, stellt man fest, dass es
Wechselwirkungen gibt, die ein mehrfaches Durchrechnen
erforderlich machen. Hier kommt es zu Zirkelbeziigen, die
normalerweise bei einer Tabellenkalkulation zum Abbruch
fuhren (HoLE, 1998). Excel bietet aber als machtiges, professio-
nelles Tool die Moglichkeit, rekursive Zirkelbeziige zuzulassen
und eine maximale Zahl von Iterationen festzulegen.

Dies ist fur das 12x12 Feld mit der Tabellenkalkulation von
GeoGebra so nicht machbar. Mit der dynamischen Mathematik-
Software Cinderella ist aber eine beeindruckende dynamische
Modellierung mit CindyScript moglich, die ein hohes MaB an
dynamischer Visualisierung ermoglicht (Abb. 25).

Es gibt keine Beschrankung mehr auf das grobe Raster von
12x12 Zellen, sondern eine pixelgenaue arbige Visualisierung
der Temperaturverteilung (Isotherme) und eine exakte Linien-
darstellung der Isothermen statt schlichter Zahlenausgabe und
eine extrem schnelle Reaktion. In der Online-Erganzung finden
Sie die Cinderella-Datei von J. RICHTER-GEBERT und eine zeit-
gemabl visualisierte Excel-Datei von V. HOLE.

In der Problemstellung angesprochene Prinzipien:

« Genetisches Prinzip: Kinder kennen in ihren Erfahrungen
Warmefluss und Warmeleitung. Die Modellierung mit der
Tabelle greift diese Erfahrungen auf und realisiert eine
zielfuhrende Vergroberung.

Operatives Prinzip: Die Veranderungen sind von Tempe-
raturdifferenzen abhangig, was man experimentell mit
einem Metallrohr und einer Warmequelle realisiert. Das
Metallrohr wird einseitig erwarmt und vorher angeheftete
Wachskiigelchen fallen zeitlich versetzt ab.
Spiralprinzip: Mathematisch geht es um Mittelwertbil-
dung. Aber vor allem geht es im Rahmen eines facher-
verbindenden Unterrichts um den spiraligen Aufbau
physikalischer Kenntnisse aus der Warmelehre (Warme-
leitung, Warmestromung und Warmestrahlung) und deren
Quantifizierung mit Hilfe eines Modells.

Dynamische Visualisierung: Die dynamische Visualisierung
wird durch Schieberegler realisiert. Die dynamische
Veranderung der Temperaturen an den Ecken und Seiten
erfordert rekursive Berechnungen und visualisiert die
Isothermen.

Systematische Variation: Die Temperaturen an den
Randern konnen durch Schieberegler gesteuert und die
Auswirkungen studiert werden.
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Abb. 25. Simulation und Modellierung einer Temperatur-
verteilung mit Cinderella, © J. RICHTER-GEBERT

5 Riickschau und Ausblick

Riickblickend kann man sagen, dass das Buch von HOLE seiner-
zeit eine bessere Wiirdigung verdient gehabt hatte, insbeson-
dere sein C-E-I-S Modell. In der universitaren Didaktik passte
das Buch nicht in die Zeit, denn es wurde die Stoffdidaktik ab
den 80-er Jahren geringgeschatzt und war kaum Thema der
didaktischen Forschung. In der Schule war es wiederum nicht
verbreitet, weil es nicht direkt als Schulbuch konzipiert war.
Fir die schulpraktische Lehrerausbildung in den Fachseminaren
an den Studienseminaren, Lehrerfortbildungen bildete es aber
oft die didaktische Grundlage fir den Technologieeinsatz im
Mathematikunterricht.

Das von HoOLE bevorzugte digitale Werkzeug Excel hatte sich
schulisch nicht durchgesetzt, und die damalige technische Situ-
ation an den Schulen (schwer nutzbare Computerraume) sowie
der Stand der Software (viele parallele Programme) erschwer-
ten eine unterrichtspraktische Akzeptanz.

Heute erlebt man eine Vereinheitlichung in der zunehmenden
Ausstattung der Schulen mit iPads und WLAN in Verbindung mit
umfassenden Modularen Mathematik-Systemen wie GeoGebra
oder Tl Nspire. Damit hat sich Situation grundlegend geandert,
was erhoffen lasst, dass sich im Mathematikunterricht einiges
tun kann und wird, um die mathematische Bildung auf hochs-
tem technischen Niveau zu unterstiitzen. Dazu gehort auch,
dass die Schulen ein abgestimmtes Konzept erarbeiten, wie das
Lernen mit Medien und (nicht nur digitalen) Werkzeugen orga-
nisiert werden sollte (KLIEMANN & DUTKowskKI, 2014).

In diesem Sinn war das Buch von VOLKER HOLE wegweisend und
gibt auch heute noch Anregungen, wie in einer modernen Inter-
pretation und Fortschreibung ein Mathematik-Unterricht durch
den Einsatz von Computern als Werkzeug und Instrument
nachhaltiger und wirksamer sein konnte. Die in Abschnitt 2
formulierten didaktischen Prinzipien und das in Abschnitt 3
entwickelte dreidimensionale C-E-I-S Modell sind dabei von
besonderer Bedeutung.
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In der Online-Erganzung befinden die Dateien

www.mnu.de  zyr Temperaturverteilung 4.9.
erganzung

Ein GeoGebra Book (Abb. 26) zu den Problemstellungen steht
zum Download bereit.

Abb. 26. Link zum GeoGebra Book:
https://www.geogebra.org/u/dutkowski_elschenbroich
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