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1. Teorema de Rolle

Sea f(x) wuna funcién continua en [a,b] vy derivable en (a,b) 'y que verifica
que f(a)=f(b) ,entonces, existe al menos un punto c€(a,b) talque f'(c)=0 .

# Ejemplo.- La funcién  f(x)=x"—8x" verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en el
intervalo [—1,1] ya que es derivable en (—1,1) por ser un polinomio, y cumple:

f(=1)=(=1)"-8.(-1)=1-8=—7
7F(1)=(1)-8.(1)=1-8=-7

Luego por el teorema de Rolle, existeun c€(—1,1) tal que f'(c)=0 .

Dado que

f'(c)=0=> 4 —16c=0=4¢.("—4)=0=>¢,=—2,¢,=0, ;=2

Como, solo ¢,=0  pertenece al intervalo, tenemos que c¢=0 es el unico punto del
intervalo  (—1,1) donde se satisface el teorema.

# Ejemplo.- Sea la funcion — f (x)=x’—4x+3 , ;jpodemos hallar un b<3 |, para que se
cumpla la hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [b,3] 2.

Es evidente que f  es una funcién continua en [b,3] y derivable en (b,3) por ser
un polinomio. Como para que se cumple, las condiciones del teorema de Rolle, se tiene que
cumplir:

f(b)=f(3)=>b*—4b+3=3"-4.3+3= b,=1,b,=3

Pero dado que b<3 | la tinica solucién es b=1 | luego para el intervalo [1,3] se
cumplen las condiciones del teorema.

Hay que tener en cuenta que el reciproco del teorema de Rolle, no siempre se cumple.

# Ejemplo.- ;Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién  f (x)=|x| en el intervalo

[—2,2] 2. i

La funcion f (x) es continua en 5

R , por lo cual es continua en [—2,2]
Ademds, se verifica que [ (=2)=f(2)=2 . "

Sin embargo, esta funcion no es derivable en

-3
x=0 , ya que las derivadas laterales no

coinciden, por lo cual no cumplen todas las 11

condiciones del teorema de Rolle.
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El teorema de Rolle también puede aplicarse para determinar, junto con el teorema de
Bolzano, el numero de raices de una funcion.
# Ejemplo.- Para comprobar que la funcion f(x)=x’+6x+4 tnicamente puede tener
una raiz real.
Si aplicamos el teorema de Bolzano en el intervalo [—1,0] , como f es continua en
dicho intervalo, y se cumple:
fl(=1)==3 y f(0)=4
Podemos afirmar que existe un c€(—1,0) tal que f(c)=0
Ademas, esta raiz es unica, ya que utilizando el teorema de Rolle, si suponemos que
f (x) tiene al menos dos raices c y d, tal que [ (c) =f (d)zO
Como f{x) es un polinomio, es una funcion continua en el intervalo [c,d] (suponiendo
sin perdida de generalidad que c<d ) y derivable en el intervalo (c,d) . Ademds, como
toman el mismo valor en los extremos de dicho intervalo, aplicando el teorema de Rolle, tenemos
que existe, al menos un u€(c,d) tal que f'(u)=0
Como la derivada de  f(x) es f'(x)=3x"+6 , sedeberd de cumplir:
f'(u)=3u"+6=0= u’=-2
Que es una contradiccion, pues dicha ecuacion no tiene solucion, por lo que tendra una

unica raiz.
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2. Teorema del valor medio (de Lagrange o de incrementos)

Sea f(x) wuna funciéon continua en [a,b| 'y derivable en (a,b) , existe al

menos, un punto c€(a,b) tal que

f(b)=fla)=1"(c).(b-a)

Este teorema es un caso particular del teorema de Rolle, para la funcion
glx)=f(x).(b=a)-x.(f(b)- f(a))

Que dado que se cumple, g(a)=g(b) ,existeun c€(a,b) tal que
g'(c)=r"(c).(b=a)=(f(b)- f(a))=0 .

# Ejemplo.- ;Qué valores deben de tomar a y b para que se pueda aplicar el teorema del

valor medio a la funcion

flx)=

2 +b  six>1

ax+1 six<1} )

Para que f (x) sea continuaen x=1 |, se tiene que cumplir
lim . f(x)=lim_  ax+l=a+1=1+b=lim _ . x*+b=lim__ f(x)
Es decir, se tiene que cumplir
a+l=1+b=a=b
Y para que sea derivable en x = 1, se tiene que cumplir:
f'(V)=a=2=f"(1")>a=2
Luego, de ambas condiciones, se deduce, que si a=b=2

Se puede aplicar el teorema del valor medio.

. Consecuencias del teorema del valor medio

Sea f(x) una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) y tal que
f'(c)=0 paratodo punto c€[a,b] ;entonces f(x) esconstanteen [a,b]

Sean [ (x) y 2(x) dos funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b)

y tal que f'(x)=g’(x) para todo punto x€[a,b] ; entonces, las funciones
f (x) y g(x) se diferencian en una constante.

# Ejemplo.- Como consecuencia del teorema del valor medio, para calcular 51 ,

elegimos la funcion f (x):\/; en el intervalo  [49,51] y escogemos el niimero 49  por ser

el cuadrado perfecto mas proximo a 51

Al ser  f(x) continua en [49,51] y derivable en (49,51) , podemos aplicar el

teorema del valor medio, de forma que existe al menos un c€(49,51)  tal que
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51— = . — > 51=7+——, conce ,
J31-+49 (51-49) 2 V51=7+ 49,51

1
2.e Ve

Acotamos /51 eliminando c en la expresion anterior:
= _ = _ =T 1 1
49<c<512 149 <e</512 —=—=>—=>51 -
V49" Ve ese
1 1

Ssi=7+ gy L =T7+-=7,14
Ve V49 7

4. Teorema del Cauchy

Sea f(x) y g(x) funcionescontinuasen [a,b] yderivablesen (a,b) y tales
que gla)#g(b) y g'(x,)#0, V x,E(a,b) ; entonces, existe, al menos, un valor
c€(a,b) tal que
fb)-fla) _f'(e)
g(b)-gla) g'(c)

Este teorema también se conoce con el nombre del teorema del valor medio generalizado,

Para su demostracion, basta construir la funcion
F(x)=f(x).[g(b)-g(a)]—g(x).Lf(b)-f(a)]
Y aplicar el teorema de Rolle en [a,b]
# Ejemplo.- Hallemos en qué punto del intervalo [0,2] las funciones  f (x)zx3 y
g(x)=—x*+1 verifica la tesis del teorema de Cauchy.
Las funciones f(x) y g(x) son funciones continuas en [0,2] y derivable en (0,2)
por ser ambas funciones polindmicas, Ademds, g(0)=1 y g(2)==3 , por lo que
g(0)#g(3) y g'(x)=—2x , que no se anula en ningiin punto del intervalo (0,2) .
Aplicando el teorema de Cauchy a (x) y g(x) , obtenemos que:
[(2)-/0) _f'(e)

= ; conc€(0,2)
<(2)=2(0) g (e) (
Luego, resulta que
80 _3c 3 4

3.1 —a¢ 2 2c 3c=4>c¢ 3

Si en el teorema de Cauchy imponemos la condicion g(x)z x , obtenemos el teorema del

valor medio, lo que constituye un caso concreto del teorema de Cauchy.
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5. Regla de L'Hopital

Sean f(x) y g(x) funciones continuasen [a,b] y derivablesen (a,b) ,que
cumplen que lim _, f(x)=lim _  g(x)=0 | siendo x,E€(a,b) 'y tales que g'(x)#0

para cualquier valor x del intervalo (a,b) . Entonces, si /(x,)=g(x,)=0 'y existe

. f'(x0> ‘s . . f(xo) , ;.
hmx_w0 ; , resulta que también existe hmx_,xo y, ademas, estos limites son
8 (xo) g (xo)
iguales:
i f,(xo T f(x0>
lmxaxa ' —thHxO
8 (xo) g (xo)
) . senx _, 0 : L
# E]emplo.- Como hmxw X = 6 . Por tanto, es una indeterminacion, pero, como se

cumplen las condiciones para aplicar la regla de L'Hopital, tenemos:

lim Senx _ .. CoSx :1_:1
x—0 X x—0 1 1
2
) . cosx+x—1 .0 . .,
# Ejemplo.- Como lim,_, T = 0 Por tanto, es una indeterminacion, pero,
X
como se cumplen las condiciones para aplicar la regla de L'Hopital, tenemos.

: cosx+x’—1_ .. —senx+2x 0
lim, ,————=lm, ,,———= —
2x 4x 0

Que también es una indeterminacion, pero, como se cumplen también las condiciones para
aplicar la regla de L'Hopital, tenemos:

2
cosx+x —1 _ii
x—0 2 =1lm

—senx+2x . —cosx+2 1
x—0 —:hmxao - -
2x 4 x 4 4

lim —
También podemos resolver con la regla de L'Hopital, cuando x-—o0 | indeterminaciones

. 0 0 . .
de tipo g Y © - Y realizando las transformaciones adecuadas, se pueden resolver, ademads,

limites en los que tenemos indeterminaciones del tipo 0.0 , 17 | 0" e
# Ejemplos.-
. m . o,
« Como lim,_,x.1g x+2— —0.00 . Lo transformamos y obtenemos un indeterminacion
0
del tipo —
PO o
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. X 0
lim, - —
cotg| x —|—E 0
172
Aplicando la regla de L'Hopital:

X 1 2

. . . ) ™ 1
lim,_,, =hmx_>of=hmx_>0 —sen x+2— =—sen 0+2— =—1
cot, erE [ ]
sen x+3

1 . . .y .
Como lim,_, (1+ x)x — 1~ - Lo transformamos y obtenemos un indeterminacion del tipo

0 .
0

1 1
y=lim,_,(1+x)"= In y=lim 1n(1+x)x=limx_>01—.ln(l+x)—>g—
x

x—0

Aplicando la regla de L'Hopital:

1
_ 1 , +x .. 1
hm)HO)7.ln(1+x):l1m)HO I :11mxﬁo—1+x:1
Luego:
Iny=1= y=e

entonces resulta que:
1

lim_,(1+x)"=e

x—0
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