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Groepentheorie

1 Voorbeelden, Eindige groepen

1.1 Symmetrieén van een rechthoek
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Figure 1: https://www.geogebra.org/m/gkhr jwkh

1.2 modulorekenen

De bewerking * is gedefinieerd als volgt: a * b =a + b+ 4mod6 Vul de Caleytabel aan.
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1.3 2x2-matrices

.. 0 1] (-1 o0 0 -1f{J1 o0
Z1JM—{[_1 O]’[O _1],[1 0],[0 1]} Stel de Caleytabel op voor M, -


https://www.geogebra.org/m/gkhrjwkh

2 Definitie

2.1 definitie

Definitie van een groep
Een verzameling G voorzien van een bewerking * noteren we als (G,*) of G, *
( en soms ook gewoon als G, als de bewerking duidelijk is)

(G,*) is een groep Idaan is aan de gr joma's

Gesiotenheid VA, b €E G iaxbeG

fssocatviteit /g hoc€ G (axb)xc=ax(bxc)
Newsalelement ¢ € (G zodat Va € G: axe=a=ex*a

[ invers element Vae @ 3a 165]5 axal=e=alxa

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/yct5hdkg

2.2 Voorbeelden

Ga na dat de gegeven voorbeelden voorbeelden van een groep zijn.

3 Eigenschappen van een groep

3.1 uniciteit bewerking

In een rij of kolom in een caleytabel kan nooit tweemaal hetzelfde element staan.

Bewijs uit het ongerijmde:
Stel G, * is een groep met G = {a,b,c,d} en a*b=den a*c=d dan a+*b=a*cen omdat a™!
bestaat geldt vervolgens a ' xa*b=a"'*a*c=b=c. En dit kan niet.

3.2 Orde

Het aantal elementen in een groep G noemen we de orde van de groep en we noteren dit met #G

of ord(G).
De orde van het element a in een groep met bewerking * is het kleinste getal n zodat a” =
a*ax*a-a=een we noteren dit met ord(a). De orde van het identiteitselement e is dus altijd

n keer

gelijk aan 1.

3.3 Eigenschappen

Eigenschappen groepen
1) In een groep (G,*) bestaat exact één neutraal element
2) Een element in een groep (G,*) heeft exact één invers element
Ve, y €G: (wxy) =y txa!
—1

Yz eG: (z7) ==

5) Abelse groep

Figure 3: https://www.geogebra.org/f/vrg2ppwgma


https://www.geogebra.org/m/yct5hdkg
https://www.geogebra.org/f/vrg2ppwqma

3.4 Deelgroepen
3.4.1 Definitie
Stel dat (G,*) een groep is. Als H een niet-lege deelverzameling is van de verzameling G en (H,*)
is een groep, dan noemen we (H,*) een deelgroep van (G,*).
3.4.2 eigenschappen
1. Het neutraal element van (G, *) is steeds ook het neutraal element van (H,*)

2. Het inverse element van x € G is ook het inverse element van z € H

w

. Iedere groep G heeft al zeker 2 deelgroepen, namelijk e en G zelf.

4. Voor iedere deelgroep H van een eindige groep G geldt: #H deelt #G (stelling van Lagrange)
Twee voorwaarden zijn voldoende opdat een (H, %) een deelgroep is van (G,*):

1. a*be H,voor alle a,be H

2. a™' € H,voor alle a € H, (deelgroepcriterium)

3.4.3 Oefening

Bepaal al de deelgroepen van (D3, o)

4 QOefeningen

1. Gana dat G = {0,2,4} met als bewerking "optelling modulo 6" een groep is.
2. Gana dat G = {5,15,25,35}, .mod40 een groep is

3. Ga na dat V,+, de verzameling van alle vectoren in het vlak voorzien van de optelling een
groep is. Dit is een voorbeeld van een oneindige groep

V,+: verzameling van alle vectoren van het vlak voorzien van de optelling

geslotenheid 4+ F € V

i . [7] associa tiviteit
\ [ neutraal element
[[] invers element

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/x5n9%emc3

a 0

4. Ga na dat G:{[b 1

] e R%%2|g # 0},~ een groep is

5. symmetrieén van een gelijkzijdige driehoek


https://www.geogebra.org/m/x5n9emc3

C
symmetrieén gelijkzijdige driehoek: A

Een gelijkzijdige driehoek heeft 6 symmetrieén.
Onderzoek hier welke transformaties deze driehoek

Om de symmetrieén te visualiseren
gaan we de hoekpunten labelen
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Figure 5: https://www.geogebra.org/m/qy4jbdnk

Samenstelling symmetrieén gelijkzijdige driehoek:

Basistransformaties:
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Figure 6: https://www.geogebra.org/m/qy4jbdnk
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Figure 7: https://www.geogebra.org/m/qy4jbdnk

Ga na dat Ds, o een groep is. Dit is de kleinste groep die niet commutatief is

6. Bepaal alle symmetrieén van een vierkant in functie van de 2 gegeven transformaties


https://www.geogebra.org/m/qy4jbdnk
https://www.geogebra.org/m/qy4jbdnk
https://www.geogebra.org/m/qy4jbdnk
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Figure 8: https://www.geogebra.org/m/fthabgvp
Toon aan , m.b.v. een Caleytabel dat (Dy,0) , de symmetrieén van een regelmatige vierhoek,
een groep is.

Groep of niet?

Vul onderstaande tabel in zodat de tabel een cayleytabel van een groep is.

al|b]|c

O|T| | *

a

Hieronder staat een caleytabel van een verzameling die bestaat uit 2 elementen namelijk de
elementen EVEN (alle even getallen) en ONEVEN (alle oneven getallen). Is deze verzameling
samen met de optelling een groep?

+ EVEN
EVEN
ONEVEN

ONEVEN

De bewerking * is wordt gedefinieerd dootr x * y = + y — zy met z,y e R\ {-1}

(a) Bepaal het neutraal (of eenheids)element

(b) Bepaal in termen van x het invers element van x, m.a.w. bepaal z~*

Ym,n € Z§ wordt volgende bewerking gedefinieerd m « n = |m — n|. Ga na dat aan alle
eigenschappen van een groep voldaan is, op associativiteit na.

Vm,n € Z wordt volgende bewerking gedefinieerd m x n = m —n. Ga na dat aan alle eigen-
schappen van een groep voldaan is, op associativiteit na.

Stel de caleytabel op van volgende deelgroep van de complexe getallen {1,-1,4,-i},-

Toon aan m.b.v. een caleytabel dat de verzameling G = {1,-1,i,-i,j,-j,k,—k},- voorzien
met volgende bewerkingen 2 = j2 = k? = ijk = -1 een groep vormt, de zogenaamde quaterio-
nengroep

Bewijs de eigenschappen van een groep


https://www.geogebra.org/m/fthabgvp

Vectorruimte

5 vectorruimte

Het begrip reéle vectorruimte R,V,+

R2x2 R[z] o
A7[2 3] B?[a 2] fz) =22 —3z+5 ‘/’
-1 4 T =2 - 7
g(z)=—-2z+5 X
A+B:[§ g]emzﬂ f(z)+ g(z) = 222 — 52 + 10 € R[z] it v=wemn
A+B=B+A 1) +(a) = o(2) + 1) cieved
[_21 2}4([8 g]=[_2l 2] 23— 3z 45+0=27 3245 Griod

Vectorruimte V

uenyv

1)Vu, vEV: u+v EV (deoptelling van vectoren is inwendig)

2)Vu, v € V: u+ v = v + u De optelling van vectoren is commutatief

3)3 0€V, 04+v=v=1v+40 eriseenneutraal element voor de optelling van vectoren

YVv €V, 3 —v € V: v+ (—v) = (—v) + v) = 0 elke vector heeft een invers element
5)Vu, v, wER: (u+v)+w=u+ (v+w) deoptelling van vectoren is associatief

het scalair product van een een vector
6)VveV,VreR: 7-v €R | i eralis een vector

De scal Id
)V EV,Vr,s €R: r(s-v) = (rs). v Do cakire vermeniowldiging
is gemengd associatief

8)Vu,v €V,Vre€R: 7+ (u+v) =7 U470 p.ccaaire vermenigvuldiging is distrubitief t.o.v.
9 VveV,Vr,s€R: (r+s)-v=r-v+s-v

zowel de optelling in R als in V

10) Vv E€V: 1-v=v=wv-1 1ishet neutraal element voor de scalaire vermenigvuldiging

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/fgsz7mab


https://www.geogebra.org/m/fgsz7ma5
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