Grundlagen & Formeln

Diese Seite ist Teil des GeoGebra-Books Moebiusebene. (Juli 2019)

Auf den folgenden Seiten wollen wir samtliche Sechs-Eck-Gewebe aus 3
KreisblUscheln erfassen und auflisten. Wir werden sogar etwas allgemeiner
samliche Falle mit Bahnkurven von W-Bewegungen - also auch mit
Loxodromen-Scharen aufzahlen.

Den Nachweis, dass mit dieser Auflistung alle solche Sechs-Eck-Gewebe
ermittelt sind, werden wir allerdings hier nicht im Detail durchfihren (siehe —
Literaturverzeichnis [FUW])

Es seien g).g: &; € ¢ paarweise reell linear unabhangige Infinitesimale
Erzeugende von drei Moebius-W-Bewegungen.

Durch E;*B=1 mit p € G,5* =0 werden Vektorfelder X; in der Moebiusebene
definiert, deren Bahnkurven die Kreise, bzw. die Loxodrome des Buschels sind.

In einer_— euklidischen Karte gehdren hierzu die Vektorfelder
* X;=Re(g op(z))0. +Im(gepF(z))a, fir i=1,2,3.

Da nach Voraussetzung die 3 infinitesimalen Bewegungen g; paarweise reell-
linear-unabhangig sind, zeigen in jedem Punkt der Ebene die
Tangentialvektoren in 3 verschiedene Richtungen - ausgenommen in den —
Bertihrorten der Bewegungen:

- Es seien Hy=g, " &, H:=g& " & und H;=§, " & die zugehdrigen
CASSINI-Quartiken.

Der Typ und die Lage dieser 3 Bertihrorte ist kennzeichnend daflr, ob ein
Sechs-Eck-Gewebe vorliegt oder nicht.

Wenn ein solches vorliegt, dann gilt die Sechs-Ecks-Bedingung jeweils in den
offenen zusammenhangenden Teilgebieten der Ebene, welche von den
CASSINI-Quartiken berandet werden.

Man pruft nun unschwer nach, dass mit den reellwertigen Funktionen

pilz) =H;p(z)ep(z), i=1,2,3 gilt:

o Xy + peXo+ pzX3=0 Linearkombination
der 3 Vektorfelder

Die Funktionen p; hangen von der Normierung der Beruhrgeradenvektoren
P (z) und damit von der Wahl der euklidischen Basis ab. Unser Ziel ist es, die

Sechs-Eck-Bedingung in moebiusgeometrisch invarianter Form aufzustellen.
Dazu setzen wir mit einer zunachst beliebigen HERMITEschen Form H # 0:
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Es gilt wiederum A X1+ XaXs + Az X3 =10,
Um die Koeffizienten des LIE-Produkts [X;, X:] = 71 - X3 — 72+ X2 zu bestimmen,

i=1,2,3



beachten wir, dass [X;, X:] wiederum das Vektorfeld einer W-Kurvenschar ist,
die zugehorige Erzeugende ist - [g,,&.] *) das - Zeichen wird unten erkart!

Wir ermitteln ahnlich wie oben die Linearkombination der Vektorfelder
XIPXZ'I [Xlr XZ] 5
in dem wir - [g,g,] anstelle von g; setzen:
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Drei MOEBIUS-W-Kurvenscharen mit den paarweise reell-linear
unabhangigen Infinitesimalen g, gz &; bilden genau dann ein Sechs-Eck-
Gewebe, wenn gilt:

° 1=

o 0=[g,n|-[Eml+n
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Dabei ist A = % mit einer zunachst beliebigen HERMITEschen Form H.

Diese Sechseck-Bedingung fur 3 W-Kurvenscharen in der MOEBIUS-Ebene
folgt aus der — Sechseck-Bedinqung fur 3 ebene Vektorfelder im
Allgemeinen.

Setzt man nun H = Hs, so reduziert sich die Bedingung *) auf:

0= [gh H3] [§21 Hl] _ [§2| H3] [EerZ]
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Die Gleichung Q ist Grundlage fur die folgende Klassifizierung der

moglichen Sechs-Eck-Netze aus W-Kurvenscharen.
Zunachst qilt:

st eine CASSINI-Form H=g £ invariant unter einer infinitesimalen
Bewegung g€ G.E# 0,
d.h. esist [§,H] = A-H fUr ein A e R, so zerfallt die Quartik.

Denn eine irreduzible CASSINI-Quartik kann nicht invariant unter einer
MOEBIUS-W-Bewegung sein!

Aus der Gleichung & folgt nun:

» Eine notwendige Bedingung fur ein Sechs-Eck-Gewebe aus MOEBIUS-
W-Kurvenscharen

ist das Zerfallen der 3 CASSINI-Quartiken g " & .8 " & .8 " &



Begriindung: Fur die Teilbarkeitstberlegungen schreiben wir die Gleichung

()] anf Hainintnenner nehracht in dar Form:-
aur=adpmenner gebracht In ger =orm:

° G " Hl = [EIJHI] ! [g']‘l Hl] ) Hg " H-’l

Ware z.B. H; irreduzibel, so muf3te H; ein Teiler der rechten Seite sein; dies
ware nur moglich, wenn H; invariant unter g, oder g, ware, da die Formen
wesentlich verschieden sind.

Ergédnzungen: *) Der Ubergang von einer Infinitesimalen g € ¢ zum
zugehorigen Vektorfeld Xj ist ein Anti-lIsomorphismus der LIE-Algebren:

[&1, 8] — —[Xg, Xg] . Dies andert an den Formeln nicht Wesentliches!

Wie andert sich der Quotient zweier HERMITEscher Formen r= unter der
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Wirkung eines Vektorfeldes Xz mit zugehdriger Infinitesimalen g€ ¢?

per definitionem giltin C: (Xz7)(2) = :f (= (t))

+ wobei z(t) eine Integralkurve
tell
von Xz mit z(0) = z ist

Fur die Bahnkurven 7(z(t)) = T(EXP té‘ﬁ(z)) der W-Bewegungen qilt:
F(t)=[gB(t)] fir P(t) =exptE .
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st speziell H=g E, eine CASSINI-Form, so gilt fir die infinitesimale

Anderung unter exp tg:

-

—_ = = E. = = =
. [g,g’;‘gq=[g,g] Ng+g " [g,g] :

— Walter Fichte



